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Abstract

Die vorliegende Arbeit, Raumzeit aus Winkeln und Skalen I: Eine phdnome-
nologische nicht-metrische Reformulierung der Allgemeinen Relativitats-
theorie, stellt eine alternative Grundlage fir die Gravitationstheorie vor. Die
Raumzeitgeometrie wird nicht durch einen fundamentalen metrischen Tensor
g, beschrieben, sondern als emergente Grofde aus vier reellen, intrinsischen
Skalarfeldern: den drei Winkelfeldern («, 3, ) und dem Skalenfeld ().

Der Fokus liegt auf der statischen Aquivalenz und der Reproduktion der klas-
sischen Tests. Es wird demonstriert, dass die Metrik g, als Abbildung dieser
reellen Felder erfolgreich die Schwarzschild-Metrik im Vakuum exakt rekon-
struiert. Die klassischen ART-Tests, wie die Lichtablenkung und die Gravitati-
onsrotverschiebung, werden durch die Geometrie der reellen Felder konsis-
tent erklart. Die Periheldrehung wird als notwendiger zeitgemittelter Basis-
effekt der ART-Dynamik reproduziert.

Diese reelle Formulierung etabliert sich als eine phdnomenologisch dquiva-
lente, statische Ndherung zur ART. Thre Grenzen liegen jedoch in der konsis-
tenten Behandlung von dynamischen Phianomenen wie Gravitationswellen
und der vollstdndigen Ableitung der gravitomagnetischen Terme, welche die
intrinsische Kopplung von Amplitude und Phase erfordern.

Band I bildet somit die statische Referenzbasis fiir die Entwicklung der fun-
damentaleren, komplexen Wellen-Feldtheorie (¥, = ¢®+¥), die in der nach-
folgenden Abhandlung (Raumzeit aus Winkeln und Skalen II) vorgestellt wird.

II



I

1

Inhaltsverzeichnis

Einfuhrung und Zielsetzung

Motivation und Zielsetzung

1.1 Motivation: Warum nicht-metrische Freiheitsgrade? ... ... ..

1.2 Uberblick tiber das Winkel-Skalen-Modell . . .............

1.3 Die Notwendigkeit komplexer Felder: Dynamik und Einheit . . . .

1.4 Abgrenzungzur Allgemeinen Relativitatstheorie und anderen An-
SATZEN . . . . . e

1.5 Abgrenzung zu Shape Dynamics . . . ... ... ... .........

I Mathematische Formulierung des Modells

2

Fundamentale Freiheitsgrade
2.1 Winkelfelder als intrinsische Geometriedaten. . . . ... ... ...
2.2 Skalenfeld und logarithmische Parametrisie-

TUNE . o v vt e e e e et e e e e e e e e e e e e e e e
2.3 Physikalische Interpretationder Felder. . . . . .. ... .......
2.4 Konkretes Beispiel zur Intuition: 2D-Dreiecks-

netz mit Winkeldefekt ... .... .. ... .. ... ... .. ... ..

Geometrische Rekonstruktion der Raumzeitmetrik
3.1 Allgemeiner Metrikansatz aus Winkeln und Skala . ....... ..
3.2 Zeit- und Raumkomponenten: f;(©) und f2(0)ij « .. ..o v .. ..
3.3 Erweiterung um Mischterme: Kreuzprodukt-
KOpPIUNg VO X 9,0 & v v v vt e et e e et e e e e e
3.3.1 Begrindung des Kreuzprodukt-Kopplungsterms . . . . . . .
3.4 Rolle des Levi-Civita-Symbols und Pseudotensoren . ........

Wirkungsprinzip und Feldgleichungen
4.1 Zerlegung des Krimmungsskalars: Winkel-,

Skalen- und Kopplungsanteil . ......................
4.2 Lagrange-Dichte und Gesamtwirkungsfunktional ..........

I1I



Klaus H. Dieckmann Raumzeit I

4.3 Variationsgleichungen fur o, 3,7,® ... .... .. ... ... ....
4.4 Energie-Impuls-Erhaltung im nicht-metrischen Formalismus . . .

III Diskrete Realisierung und Uberpriifung

5 Diskrete Implementierung als dynamisches Netzwerk
5.1 Winkel-Skalen-Netzwerk: Simplizes mit lokalen Feldwerten . . . .
5.2 Winkeldefekte als diskrete Krimmungstrager ............
5.3 Kontinuumslimes: Konvergenz gegen Einstein-Geometrie . . . . .

6 Beobachtbare Vorhersagen und klassische Tests
6.1 Konsistenzanalyse der phdnomenologischen
Gravitationswellen-Modifikation . . . .. ................
6.2 Reproduktion der Schwarzschild-Metrik im
statischenGrenzfall . . .. ......... ... .. ... .. ...,
6.3 Herleitung der Periheldrehung aus dem Winkel-Skalen-Modell . .
6.4 Numerische Berechnung der relativistischen
Periheldrehung . ... .. ... ... .. .. .. .. . . . . .. ..
6.4.1 Physikalisches Modell und Gleichungen . .. .........
6.4.2 Implementierung und numerisches Verfahren . .. ... ..
6.4.3 Ergebnisse und Validierung . . . . ... ... ... .......
6.4.4 Diskussion . ......... ... e

7 Periheldrehung des Merkur: ART-Grenzfall und Korrekturen
7.1 Numerische Validierung . . . ... ... ... ... ...........

8 Gravitationswellen im Winkel-Skalen-Formalismus
8.1 Quantitative Analyse der Gravitationswellen-Abweichungen . . .
8.2 Systemparameter und Modellkonfiguration . ... ..........
8.3 Abweichungsmetriken . . ... ... ... ... ... ... .. .. ..
8.4 Struktur der Modifikationen . .............. ... .....
8.5 Detektor-Sensitivitdt und Nachweisbarkeit . .............
8.6 Interpretation und physikalische Bedeutung . ............
8.7 Implikationen fir zukinftige Beobachtungen . . . . . .. ... ...

9 Statistische Aquivalenz des Winkel-Skalen-
Modells mit der ART anhand von GW190521
9.1 Datenquelle und astrophysikalische Parameter . . . . .. ... ...
9.2 Wellenformmodelle . . . .. ... ... ... ... ... . ... ...
9.3 Statistische Analyse . .. .. ... ... . ... ...
9.4 Software und Reproduzierbarkeit .. ..................
9.5 Hauptresultate . . . .. ... ... .. .. . e

10 Lichtablenkung im starken Gravitationsfeld

v

18

19

20
20
21
21

22
22

23
25

27
27
27
28
28

30
30

31
31
31
32
32
32
33
34

35
35
35
36
37
37

38



Klaus H. Dieckmann Raumzeit I

11 Gravitative Rotverschiebung
12 Robustheitsanalyse der Hawking-Strahlung
13 Frame-Dragging

14 Schlussfolgerung und Ausblick auf die komplexe Formulierung
14.1 Zusammenfassung der Kernergebnisse . . . . ... ... .......

IV Anhang

A Python-Code

A.1 Konsistenztest ART vs. Winkel-Skalen-Modell,

(Abschnitt. 6.1) . . . . . o v i i s e e e e
A.2 Schwarzschild-Verifikation, (Abschn.6.2) ...............
A.3 Relativistische Periheldrehung,

(Abschnitt. 6.4.3) . . . . . . . i e e e e e
A4 Schwarzes Loch: Periheldrehung (Animation),

(Abschnitt. 6.4) . . . . . . o i i i e e e
A.5 Gravitationswellen-Simulation,

(Abschnitt. 8.5) . . . . . . . . . e e
A.6 Gravitationswellen-Vergleich (Animation),

(Abschnitt. 8) . . . . . . o o i e e
A.7 Validierung ART mit Winkel-Skalen-Modell,

(Abschnitt. 9) . . . . . . . i i i e e e
A.8 Lichtablenkung, (Abschnitt.10) . . . ... ... ... .. ... .....
A.9 Robustheitsanalyse der Hawking-Temperatur, (Abschnitt. 12) . . .
A.10 Hawking Temperatur Sweep (Animation),

(Abschnitt. 12) . . . . . o o i e e e e
A.11 Lichtablenkung im starken Gravitationsfeld

(Animation), (Abschnitt. 10) . . . . ... .. ... ... ... ... ...
A.12 Gravitative Rotverschiebung, (Abschnitt. 11) .. ........ ...
A.13 Frame Dragging, (Abschnitt. 13) ... ... ... ... ... ... ...
A.14 Frame Dragging-Vergleich (Animation),

(Abschnitt. 13) . . . . . . . o e e e
Literatur . . . . . . . . e e e e e e e e

40

42

45

47
47



Teil 1

Einfiihrung und Zielsetzung



Kapitel 1

Motivation und Zielsetzung

Die Allgemeine Relativititstheorie (ART) beschreibt Gravitation als Manifesta-
tion der Raumzeitkrimmung, wobei die Metrik g,,, das fundamentale dynami-
sche Feld darstellt. Obwohl diese Theorie experimentell mit aufSerordentlicher
Prézision bestatigt wurde, bleibt die Frage offen, ob die Metrik tatsédchlich ein
fundamentales Objekt ist, oder ob sie aus einfacheren, nicht-metrischen Frei-
heitsgraden emergieren konnte.

Diese Arbeit verfolgt einen radikal alternativen Ansatz: Statt die Metrik als
Grundbaustein zu postulieren, wird die Raumzeitgeometrie aus ,,intrinsischen
Winkelfeldern“ und einem ,lokalen Skalenfeld“ rekonstruiert. Das zentrale Pos-
tulat lautet:

Die fundamentalen Freiheitsgrade der Gravitation sind nicht tensori-
eller; sondern skalarer Natur: drei Winkelfelder «, 3,~ und ein Ska-
lenfeld ® = In L.

Dieses Winkel-Skalen-Modell verzichtet bewusst auf die A-priori-Annahme

einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit mit metrischer Struktur. Stattdessen

entsteht Geometrie durch die Wechselwirkung lokaler Winkeldefekte und Ska-

lenfluktuationen, ein Konzept, das besonders in einer diskreten Raumzeit-Reali-
sierung natirliche Anwendung findet.

Der entscheidende Vorteil dieses Formalismus liegt in seiner nicht-metrischen
Fundamentalebene: Krimmung wird nicht durch den Ricci-Tensor, sondern
durch Winkeldefizite e, = 27— )" 6 auf einem dynamischen Netzwerk kodiert.
Gleichzeitig bleibt die Verbindung zur ART gewahrt, wie in Abschnitt 6.2 ge-
zeigtwird, reproduziert das Modell im klassischen Grenzfall exakt die Schwarz-
schild-Metrik und erfillt damit alle etablierten Tests der Gravitationstheorie.
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Ziel dieser Abhandlung ist es, die vollstindige mathematische Formulierung
des Winkel-Skalen-Modells vorzulegen, seine Feldgleichungen abzuleiten, die
Metrik-Rekonstruktion einschliefSlich gravitomagnetischer Mischterme zu de-
finieren, und den Weg von der diskreten Implementierung zum kontinuierli-
chen Grenzfall systematisch aufzuzeigen.

Damit leistet das Modell einen Beitrag zur Suche nach einer hintergrundun-
abhéngigen, geometrisch primitiven Beschreibung der Raumzeit, einer Be-
schreibung, in der Metrik und Krimmung nicht vorausgesetzt, sondern aus
einfacheren Bausteinen konstruiert werden.

1.1 Motivation: Warum nicht-metrische Freiheits-
grade?

Die Allgemeine Relativitdtstheorie (ART) beschreibt Gravitation erfolgreich als
Geometrie einer pseudo-riemannschen Mannigfaltigkeit, deren fundamenta-
les Objekt der metrische Tensor g,,,, ist. Dennoch wirft diese Formulierung kon-
zeptionelle Fragen auf: Ist die Metrik wirklich fundamental, oder kénnte sie
aus einfacheren, geometrisch primitiveren Gréfien emergieren?

Diese Arbeit geht von der Hypothese aus, dass die Metrik nicht fundamental ist,
sondern aus nicht-metrischen Freiheitsgraden rekonstruiert werden kann.
Der entscheidende Vorteil einer solchen Herangehensweise liegt in der Reduk-
tion der geometrischen Komplexitat:

Statt zehn tensorieller Komponenten pro Raumzeitpunkt postulieren wir le-
diglich vier skalare Felder, drei Winkelfelder «, 3,y und ein Skalenfeld ¢ =
In L, als fundamentale Bausteine der Raumzeit. Dieser Ansatz vermeidet die
A-priori-Annahme einer differenzierbaren Metrik und 6ffnet den Weg zu ei-
ner diskreten, kombinatorischen Beschreibung der Geometrie, wie sie in quan-
tengravitativen Programmen (z. B. Causal Dynamical Triangulations oder Loop
Quantum Gravity) gefordert wird.

1.2 Uberblick iiber das Winkel-Skalen-Modell

Das Winkel-Skalen-Modell basiert auf zwei fundamentalen Feldern:

O(z#) = (a(a"), B(H),v(z")), (1.1
O(z*) =1In L(z), 1.2)

wobei «, 8, v intrinsische Winkel zwischen geodatischen Richtungen kodieren
und L einen lokalen Skalenfaktor fiir Langenmessungen darstellt. Aus diesen
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Feldern wird die Raumzeitmetrik geméafd dem Ansatz
ds® = —e?®[1 + f1(0)] dt* + 2 go; dt da* + €**[3;; + f2(O);;] dz'da? (1.3)

rekonstruiert. Die Mischterme go; werden dabei durch eine neuartige Kreuz-
produkt-Kopplung erzeugt:

goi = Ce® (VO x 9,0) (1.4

die gravitomagnetische Effekte ohne fundamentales Tensorfeld ermdéglicht. Die
Dynamik folgt aus einem Wirkungsprinzip, dessen Krimmungsskalar in drei
Beitrage zerfallt:

R(©,®) = Rwinkel(©) + Rskata(®) + Riopplung(©, ®). (1.5)

Im diskreten Grenzfall wird die Raumzeit als dynamisches Netzwerk aus Sim-
plizes mit lokalen Winkeln und Skalen realisiert, wobei Krimmung durch Win-
keldefekte e, = 27 — ) 0 lokalisiert ist.

1.3 Die Notwendigkeit komplexer Felder: Dynamik
und Einheit

Die reelle Formulierung in Band I liefert zwar eine nicht-metrische Rekon-
struktion der statischen ART, st6f3t jedoch an ihre konzeptionellen Grenzen in
der Behandlung von dynamischen Phianomenen und der Vereinheitlichung
von Skala und Orientierung. Insbesondere erweist sich die reine Verwendung
der reellen Felder («, 8, v, ®) als unzureichend, um:

1. Dielineare Dynamik von Gravitationswellen konsistent zu beschreiben.

2. Dienotwendige U(1)-Symmetrie auf fundamentaler Ebene zu implemen-
tieren.

3. Die entscheidenden gravitomagnetischen Terme (gy;) in der linearen
Néaherung korrekt zu erfassen, da diese intrinsisch von der komplexen
Zeitabhéingigkeit der Orientierungsfelder abhédngen.

Diese Mingel fithren zum fundamentalen Ubergang zur komplexen ¥, -Formu
lierung in der nachfolgenden Arbeit (Raumzeit aus Winkeln und Skalen II).
Durch die Definition des Feldes als ¥, = e®t? werden das Skalenfeld (®) und
die Orientierungsphase () zu einem einzigen, konsistenten Freiheitsgrad ver-
schmolzen. Nur dieser Ansatz ermdglicht die Entwicklung einer pradiktiven
Wellen-Feldtheorie, die die ART als emergente, statische Naherung enthalt.
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1.4 Abgrenzung zur Allgemeinen Relativitatstheo-
rie und anderen Ansatzen

Im Gegensatz zur ART, in der g,, das fundamentale Feld ist, ist das Winkel-
Skalen-Modell nicht-metrisch auf fundamentaler Ebene: Die Metrik ist eine
abgeleitete Grofie. Dies unterscheidet es auch von metrischen Erweiterungen
der ART (z. B. f(R)-Theorien) oder tensor-skalar-Theorien wie der Brans-Dicke-
Theorie, in denen zusétzliche Felder an eine vorgegebene Metrik gekoppelt
werden.

Zu Ansitzen der Quantengravitation besteht eine strukturelle Ndhe: Wie in der
Regge-Kalkulation oder Causal Dynamical Triangulations wird Krimmung dis-
kret durch Winkeldefekte reprasentiert. Allerdings postuliert das vorliegende
Modell im Kontinuumslimes keine zugrundeliegende Mannigfaltigkeit, Geome-
trie entsteht vollstandig aus den Wechselwirkungen der skalaren Freiheitsgra-
de.

Ein weiterer Unterschied liegt in der Behandlung von Raum und Zeit: Wahrend
die ART eine vierdimensionale kovariante Formulierung erfordert, baut das
Winkel-Skalen-Modell explizit auf einer 3+1-Zerlegung auf, wobei die Kopp-
lung zwischen Raum und Zeit erst durch die dynamische Kreuzprodukt-Bezie-
hung entsteht. Dies ermdglicht eine natiirlichere Integration in diskrete Evo-
lutionsmodelle und kénnte neue Wege zur Vereinbarkeit mit der Quantenme-
chanik er6ffnen.

Wahrend metrische Erweiterungen wie f(R)-Theorien oder Einstein-
Ather-Theorien zusitzliche Freiheitsgrade an eine vorgegebene Raumzeit kop-
peln [10, 7], verzichtet das Winkel-Skalen-Modell auf jegliche fundamentale
Metrik. Es ist daher naher an diskreten Quantengravitationsansitzen als an
klassischen metrischen Modifikationen.

1.5 Abgrenzung zu Shape Dynamics

Shape Dynamics (SD), entwickelt von Barbour und Mitarbeitern, und das hier
vorgestellte Winkel-Skalen-Modell (WSM) teilen die philosophische Grundan-
nahme, dass die Raumzeit-Metrik g, keine fundamentale GrofSe ist, sondern
aus primitiveren Strukturen emergiert. Beide Ansatze zielen darauf ab, die All-
gemeine Relativitdtstheorie (ART) aus einer nicht-metrischen Perspektive neu
zu formulieren. Dennoch unterscheiden sie sich grundlegend in ihren Frei-
heitsgraden, ihrer geometrischen Ontologie und ihrer Fahigkeit, Phdnomene
jenseits der klassischen ART zu beschreiben.



Klaus H. Dieckmann Raumzeit I

Warum das WSM weiterreichende Erklarungskraft besitzt. Wih-
rend Shape Dynamics die ART lediglich in einer alternativen Eichung reformu-
liert und somit dieselbe physikalische Vorhersagekraft besitzt, geht das Winkel-
Skalen-Modell konzeptionell weiter:

1. Radikale Nicht-Metrikizitiat: Das WSM eliminiert den metrischen Ten-
sor nicht nur durch Symmetrie (wie SD), sondern ersetzt ihn vollstindig
durch vier skalare Freiheitsgrade. Dies ermoglicht eine tiefere Reduktion
der geometrischen Komplexitat (von 10 tensoriellen zu 4 skalaren Kom-
ponenten).

2. Diskrete, kombinatorische Geometrie: Durch die Kodierung von Krim-
mung als Winkeldefekte auf einem Netzwerk vermeidet das WSM die A-
priori-Annahme einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit. Es liefert da-
mit eine naturliche Briicke zu diskreten Quantengravitationsansatzen.

3. Fundamentale Skalenfreiheit: Im Gegensatz zu SD, das die lokale Skala
eliminiert, behandelt das WSM die Skala als dynamisches Feld. Dies er-
laubt eine konsistente Kopplung an Materie und Dichte und eréffnet neue
Wege zur Erklarung von Phdnomenen wie dem Hawking-Temperatur-
uberschuss in analogen Systemen (vgl. Abschnitt 12).

4. Erklarungspotenzial jenseits der ART: Das WSM reproduziert zwar im
statischen Grenzfall exakt die ART (z.B. Schwarzschild-Metrik, Perihel-
drehung), liefert aber gleichzeitig einen Rahmen fir testbare Abweichun-
gen im starken Feld (z. B. modifizierte Lichtablenkung, Gravitationswel-
len mit zusatzlichen Polarisationen). SD hingegen ist per Konstruktion
ART-dquivalent und kann solche Abweichungen nicht vorhersagen.

Zusammenfassend positioniert sich das Winkel-Skalen-Modell nicht als Eich-
variante der ART wie Shape Dynamics, sondern als eigenstandiger reduzierter
Ansatz, der sowohl die klassischen Erfolge der ART erklart als auch neue phy-
sikalische Phdnomene im starken Gravitationsfeld und im Kontext der Quan-
tengravitation adressieren kann.

»Wihrend dieser Band eine klassische, phinomenologische Reformu-
lierung darstellt, wird die strukturelle Verbindung zu Programmen
der Quantengravitation, insbesondere die Rolle der U(1)-Topologie
und die Emergenz diskreter Geometrie, erst in Band II im Rahmen
der komplexen V,-Formulierung systematisch entwickelt.“
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Tabelle 1.1: Vergleich der zentralen Merkmale von Shape Dynamics und

dem Winkel-Skalen-Modell.

Merkmal Shape Dynamics Winkel-Skalen-
(SD) Modell (WSM)

Fundamentale Raumliche konforme Vier reelle Skalarfel-

Freiheitsgrade Geometrie (,shapes®); der: drei Winkelfel-

Metrik-Status

Umgang mit
Skala
Geometrische
Grundlage

Verbindung zur
Quantengravita-
tion

lokale Skala ist un-
physikalisch.

Dynamisch &quiva-
lent zur ART in einer
speziellen  Eichung
(z.B. CMC). Die Metrik
bleibt implizit funda-
mental.

Lokale Skala wird
durch eine globale

raumliche Weyl-
Symmetrie (kon-
forme Invarianz)

eliminiert. Nur win-
kelerhaltende Struk-
tur ist physikalisch.

Basiert auf einer glat-
ten 3-Metrik g;; im
Rahmen einer 3 + 1-
Zerlegung. Setzt diffe-
renzierbare Mannig-
faltigkeit voraus.

Formal  &aquivalent
zur ART; keine in-
trinsische Diskretisie-
rung.

der («,f5,v) und ein
Skalenfeld ® =In L.

Die Metrik g¢,, ist
vollstindig emergent
und wird als funk-
tionale Abbildung
der vier Skalarfelder
rekonstruiert.

Lokale Skala L ist ein
fundamentales Feld
(® = InL) und tragt
aktiv zur Geometrie
bei.

Verzichtet auf die
A-priori-Annahme

einer Mannigfaltig-
keit oder Metrik.
Krimmung wird
durch Winkeldefekte
e = 2m — Y 6f auf
einem dynamischen
Netzwerk kodiert.

Naturliche Kompati-
bilitdt mit diskreten
Ansatzen (z.B. Regge-
Kalkul, CDT). Bietet
eine kombinatori-
sche, nicht-metrische
Grundlage fir Quan-
tengravitation.




Teil I1

Mathematische
Formulierung des Modells



Kapitel 2

Fundamentale Freiheitsgrade

Im Gegensatz zur Allgemeinen Relativitdtstheorie, in der der metrische Ten-
sor g,, das fundamentale dynamische Objekt darstellt, postuliert das Winkel-
Skalen-Modell eine tiefere, nicht-metrische Beschreibungsebene. Die Geome-
trie der Raumzeit wird hier aus zwei Arten skalaren Feldern aufgebaut: drei
Winkelfeldern und einem Skalenfeld. Diese vier Freiheitsgrade sind intrin-
sisch, lokaler Natur und benétigen keine vorgegebene Hintergrundmetrik.

2.1 Winkelfelder als intrinsische Geometriedaten

Die Winkelfelder bilden das erste fundamentale Bauelement des Modells. Sie
werden definiert als ein Feldtripel

O(a) = (alah), B(a"), y(a")), 2.1

wobei a, 3, v intrinsische Winkel zwischen geodétischen Richtungen an jedem
Raumzeitpunkt z# kodieren. Diese Winkel sind nicht im Sinne einer Einbet-
tung in einen héherdimensionalen Raum zu verstehen, sondern beschreiben
rein interne Beziehungen zwischen lokalen Richtungsvektoren, vergleichbar
mit den Winkeln in einem Dreieck auf einer gekriimmten Flache.

In der diskreten Realisierung des Modells entsprechen diese Felder den Win-
keln an den Kanten oder Flachen eines Simplizialkomplexes. Die Krimmung
manifestiert sich dann lokal iiber Winkeldefekte

g =21 — Y 07(6,), (2.2)

foe

die in der kontinuierlichen Formulierung zum Winkelanteil des Krimmungs-
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skalars beitragen:

Ryinkel(©) = Y [(940)* + K; - Defekt(i)] . (2.3)
ic{a,8,7}

Damit wird Krimmung nicht global tiber den Riemann-Tensor, sondern lokal
liber Abweichungen von der euklidischen Winkelsumme erfasst.

2.2 Skalenfeld und logarithmische Parametrisie-
rung

Das zweite fundamentale Feld ist das Skalenfeld, das die lokale Maf3stablich-
keit der Raumzeit beschreibt. Es wird eingefihrt als

®(2*) =In L(z), (2.4)

wobei L(z*) einen lokalen Skalenfaktor fiir Lingenmessungen darstellt. Die
logarithmische Parametrisierung wird gewéhlt, um bessere Transformations-
und Skalierungseigenschaften zu erzielen, insbesondere um die Kopplung an
die Winkelfelder zu vereinfachen.

Der Skalenanteil des Krimmungsskalars lautet:
Rskala(®) = (0,@)* + O, (2.5)

wobei O = V,V* der d’Alembert-Operator ist. Dieser Term beschreibt Fluk-
tuationen und Gradienten des lokalen Mafdstabs und tragt somit zur effektiven
Raumzeitkrimmung bei, ohne dass eine Metrik a priori existieren muss.

2.3 Physikalische Interpretation der Felder

Zusammen bilden die vier skalaren Freiheitsgrade «, 3, v, ® ein vollstdndiges
Set zur Rekonstruktion der Raumzeitgeometrie. IThre physikalische Bedeutung
lasst sich wie folgt zusammenfassen:

* Die Winkelfelder kodieren die formale Struktur der Geometrie, also, wie
Richtungen lokal miteinander verkniipft sind. Sie sind Trager der intrin-
sischen Kriimmung.

« Das Skalenfeld kodiert die lokale Majsstdblichkeit, also, wie ,lang“ eine
Einheit in einer bestimmten Region ist. Es vermittelt zwischen lokaler
Dichte und geometrischer Ausdehnung.

* Beide Feldtypen sind nicht-metrisch: Sie bendtigen keine vorgegebene
Metrik zur Definition. Stattdessen erzeugen sie erst eine effektive Metrik.

10
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Diese Trennung in Winkel- und Skaleninformation entspricht einer geometri-
schen Zerlegung, die in der klassischen ART nicht méglich ist, da dort Metrik
und Krimmung untrennbar miteinander verbunden sind.

2.4 Konkretes Beispiel zur Intuition: 2D-Dreiecks-
netz mit Winkeldefekt

Um die abstrakte Idee ,intrinsischer Winkel“ zu veranschaulichen, betrachten
wir ein zweidimensionales, stiickweise flaches Netzwerk aus Dreiecken, ana-
log zur Regge-Kalkulation. In der euklidischen Ebene gilt in jedem Dreieck:

a+f+y=m.

Wird nun ein Dreieck auf einer gekriimmten Fléche (z. B. einer Kugel) platziert,
so weicht die Winkelsumme von 7 ab. Der Winkeldefekt

e=n—(a+8+7)

ist dann ein direktes Maf3 fir die lokale Krimmung (nach dem Satz von Gaufs-
Bonnet: [ KdA =)"¢).

Im Winkel-Skalen-Modell werden «(z), 8(z), v(x) nicht als Winkel eines Drei-
ecks verstanden, sondern als lokale Freiheitsgrade, die an jedem Punkt (bzw.
an jeder Kante eines Simplizialkomplexes) die intrinsische Winkelstruktur ko-
dieren, unabhéngig von einer Einbettung. Die Krimmung entsteht also nicht
durch eine vorgegebene Metrik, sondern durch die Konsistenzbedingungen
zwischen benachbarten Winkelfeldern: Wo die Winkelsummen nicht ,,zusam-
menpassen®, entsteht ein Defekt ¢, der als Quelle effektiver Krimmung wirkt.

Dieses Bild macht deutlich, dass die Winkelfelder keine Hilfsgréfden sind, son-
dern primitive geometrische Daten, aus denen Raumzeit erst emergiert, ver-
gleichbar mit Spin-Netzwerken in der Loop-Quantengravitation, jedoch rein
skalar und ohne Hintergrundmetrik.
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Kapitel 3

Geometrische Rekonstruktion der
Raumzeitmetrik

Im Winkel-Skalen-Modell ist die Raumzeitmetrik keine fundamentale Grofie,
sondern eine abgeleitete GroRe, die aus den intrinsischen Freiheitsgraden © =
(o, B,7) und ® = In L rekonstruiert wird. Dieser Prozess, die Metrik-Rekon-
struktion, ist das zentrale Bindeglied zwischen der nicht-metrischen Funda-
mentalebene und der beobachtbaren Geometrie der ART.

3.1 Allgemeiner Metrikansatz aus Winkeln und Ska-
la
Die Metrik wird als funktionale Abbildung der fundamentalen Felder definiert:
Guv = M, (6, 2,0,0,0,9). (B.1)

Diese Abbildung ist nicht eindeutig vorgegeben, sondern wird durch physika-
lische Konsistenz (z.B. Reproduktion der ART im Grenzfall) und Symmetrie-
uberlegungen festgelegt. Der explizite Ansatz filir das Linienelement lautet:

ds* = —e**[1 + f1(0)] dt* + €*®[6;j + f2(©);;] dz'dz’? + Mischterme,  (3.2)

wobei f; und f, skalare bzw. tensorwertige Funktionale der Winkelfelder sind.
Dieser Ansatz spiegelt die 3+1-Zerlegung der Raumzeit wider und erméglicht
eine klare Trennung von zeitlichen, riumlichen und gemischten Beitragen.

12
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3.2 Zeit- und Raumkomponenten: f,(6) und f,(0),

Die Funktion f;(0) modifiziert die Zeit-Zeit-Komponente der Metrik und be-
schreibt somit Abweichungen vom reinen Skalenbeitrag ¢*®. In statischen Sze-
narien (z.B. Schwarzschild) wird f; = 0 gewahlt, um die Standardform g;,;, =
—(1 — 2GM /c*r) zu erhalten.

Der raumliche Anteil f,(6);; ist ein symmetrischer Tensor, der die Abweichung
der rdumlichen Geometrie von der euklidischen Struktur §,; beschreibt. Kri-
tisch ist, dass f, anisotrop sein kann, eine Eigenschaft, die essentiell ist, um
sowohl radiale als auch tangentiale Metrikkomponenten korrekt zu reprodu-
zieren (vgl. Abschnitt 6.2). In der diskreten Formulierung entspricht diese An-
isotropie einer richtungsabhdngigen Verteilung von Winkeldefekten.

3.3 Erweiterung um Mischterme: Kreuzprodukt-

Kopplung Vo x 9,0

Um gravitomagnetische Effekte (z. B. Frame-Dragging) zu beschreiben, sind
Mischterme go; unverzichtbar. Da das Modell keinen fundamentalen metrischen
Tensor postuliert, werden diese Terme durch eine dynamische Kopplung der
fundamentalen Felder erzeugt. Die zentrale Idee ist die Verwendung eines Vektor-
Kreuzprodukts:

* Vektor 1: Der rdumliche Gradient des Skalenfeldes, V& = (9,9, 9:®, 939),
kodiert lokale Dichtegradienten.

* Vektor 2: Die zeitliche Anderung der Winkelfelder, 9,0 = (0;a, 9,3, dy7),
beschreibt die Dynamik der intrinsischen Krimmung.

Der Mischterm wird definiert als:

goi = (e® (VO x 3té) 3.3)

7;7

wobei ¢ eine neue, dimensionsbehaftete Kopplungskonstante ist. Damit lautet
das vollstandige Linienelement:

ds®> = —e*T[1+ f1(0)] dt* + 2 go; dt da’ + €*®[3;; + f2(©)s;] dz'da?. (3.9

3.3.1 Begriindung des Kreuzprodukt-Kopplungsterms

Geometrische und gruppentheoretische Motivation des Terms

goi = Ceq)(vq’ X 3té)i

13
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Die Wahl des Kreuzprodukts ist keineswegs ad hoc, sondern folgt aus drei phy-
sikalischen und mathematischen Prinzipien:

1. Notwendigkeit einer axialen Kopplung: Gravitomagnetische Effekte
(z.B. Frame-Dragging) sind rotatorischer Natur und transformieren als
Pseudovektoren unter Spiegelungen. Um solche Effekte aus skalaren Fel-
dern zu erzeugen, bendtigt man ein Objekt, das aus zwei polaren Vekto-
ren einen axialen Vektor bildet. Das ist gerade das Kreuzprodukt.

2. Erhaltung der 3D-Orientierbarkeit: Das Levi-Civita-Symbol ¢;,;, das das
Kreuzprodukt definiert, kodiert die Orientierung des rdumlichen Blattes
in der 3 + 1-Zerlegung. Diese Orientierbarkeit ist in diskreten Anséitzen
(z.B. orientierten Simplizialkomplexen) fundamental und wird hier auf
Kontinuumsniveau tibernommen.

3. Symmetriestruktur: Die Kopplung V& x 9,0 ist die einfachste Lorentz-
(bzw. diffeomorphismen-) invariante, nichtlineare Wechselwirkung zwi-
schen einem Gradientenfeld (V®, kodiert lokale Dichtevariationen) und
einem Zeitableitungsterm (8,0, kodiert zeitliche Anderung der intrinsi-
schen Krummungsrichtung). Jede andere bilineare Kopplung (z.B. Ska-
larprodukt V&-9,0) wiirde zu einem skalaren Beitrag fiihren und kénnte
keine antisymmetrischen Mischterme go; erzeugen.

Zusammenfassend: Der Term ist die minimal-invariante, orientierungserhal-
tende Kopplung, die aus den gegebenen Freiheitsgraden einen gravitomagne-
tischen Beitrag erzeugen kann, ohne fundamentale Tensorfelder einzufiihren.
Eristdaher nicht willkurlich, sondern durch die geforderte Symmetriestruktur
und die physikalische Natur gravitomagnetischer Phdnomene nahezu eindeu-
tig bestimmt.

3.4 Rolle des Levi-Civita-Symbols und Pseudoten-
soren

Die Definition des Kreuzprodukts erfolgt formal iiber das Levi-Civita-Symbol
Eijk-
R 3
(VO x 8,0), = > &ij (0;0) (0:O%), (3.5)
j,k=1

wobei ©; = «, 0, = 3,03 = . Das Symbol ¢;;;, ist ein Pseudotensor. Es trans-
formiert nicht wie ein gewohnlicher Tensor unter Spiegelungen, sondern wech-
selt sein Vorzeichen.

Dies ist ein bewusst akzeptierter Kompromiss: Um Rotationsinformationen im
dreidimensionalen Raum ohne vorgegebene Metrik zu kodieren, ist die Ver-
wendung eines orientierten Objekts wie ¢,;;, unumgénglich. Die Orientierbar-
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keit der Raumzeit wird somit als fundamentale, diskrete Eigenschaft postuliert,
analog zur Wahl einer Orientierung in der Regge-Kalkulation oder der Spin-
Netzwerk-Struktur in der Loop Quantum Gravity.

Die Einfiihrung dieser Pseudotensor-Struktur hat Konsequenzen fiir das Wir-
kungsprinzip:

Der Kopplungsterm im Krimmungsskalar muss neu berechnet werden, da alle
kovarianten Ableitungen nun tber die vollstdndige Metrik g, erfolgen.
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Kapitel 4

Wirkungsprinzip und Feldgleichungen

Die Dynamik des Winkel-Skalen-Modells wird durch ein Wirkungsprinzip be-
stimmt, das analog zur Einstein-Hilbert-Wirkung der ART aufgebaut ist, jedoch
den Ricci-Skalar durch eine Zerlegung in fundamentale Beitrdge ersetzt. Dies
ermoglicht eine variationelle Herleitung der Feldgleichungen ausschliefSlich in
den nicht-metrischen Freiheitsgraden.

4.1 Zerlegung des Kriimmungsskalars: Winkel-,
Skalen- und Kopplungsanteil

Der zentrale Baustein der Wirkung ist der effektive Kriimmungsskalar R(©, ®),
der nicht als geometrische Grofde der Metrik, sondern als funktionale Kombi-
nation der fundamentalen Felder definiert wird. Er zerfallt in drei additive Bei-
trage:

R(@7 (I)) = RWinkel(e) + RSkala(‘I)) + RKopplung(@a (I))- (4.1)

Der Winkelanteil beschreibt die intrinsische Krimmung durch Gradienten
und Defekte der Winkelfelder:

Rwinket(©) = > [(040)* + K; - Defekt(i)] (4.2)
ie{a,B7}

wobei K; Kopplungskonstanten und Defekt(:) lokale Abweichungen von der
flachen Winkelsumme bezeichnen.

Der Skalenanteil erfasst Fluktuationen des lokalen MafSstabs:

RSkala(q)) = (8uq>)2 + 0, (4.3)
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mit dem d’Alembert-Operator O = V,V#, der Uber die rekonstruierte Metrik
g, definiert ist.

Der Kopplungsterm verkniipft beide Feldtypen. In der urspriinglichen Formu-
lierung lautet er:
Rxopplung = A VO - VO, (4.4)

wobei )\ eine dimensionslose Kopplungskonstante ist. Nach Einfiihrung der
Mischterme muss dieser Term neu berechnet werden, da alle kovarianten Ab-
leitungen nun Uber die vollstdndige Metrik g¢,,,, erfolgen.

4.2 Lagrange-Dichte und Gesamtwirkungsfunktio-
nal

Das Gesamtwirkungsfunktional des Modells setzt sich aus der Gravitations-
und der Materiewirkung zusammen:

1 ~ ~ -
516.%) = oo / R(O,®,00,00) V=gd'z + Svateric(@,3),  (45)

wobei g = det(g,, ) die Determinante der rekonstruierten Metrik ist. Die Lagrange-
Dichte lautet somit:

1 ~
'CGl'aV = m R(@, (I)) v —g. (4.6)

Im Gegensatz zur ART ist die Wirkung hier nicht geometrisch, sondern feld-
theoretisch: Sie ist ein Funktional skalarer Felder, deren Dynamik durch die
Wahl der Funktionale f;, f» und die Kopplungsstruktur bestimmt wird.

4.3 Variationsgleichungen fur o, 5,~, ®

Die Feldgleichungen ergeben sich durch Variation der Wirkung nach den fun-
damentalen Freiheitsgraden. Fiir jedes Winkelfeld : € {«, 8,~} gilt:

%S =0 = Oa=F,(0,9,T.), 4.7)
Q

5S -

% = O = DB = FB(@, @,Tuy)7 (4.8)

5S ~

E =0 = D’y = F’Y(67 @,Tuy), (4.9)
und fir das Skalenfeld:

6S ~

17
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Die rechten Seiten F; enthalten Beitrdge aus der Variation des Krimmungsska-
lars sowie aus der Materiewirkung. Sie sind nichtlinear und gekoppelt, was die
Komplexitét des Systems widerspiegelt, jedoch auf einer Ebene skalarer Felder,
nicht tensorieller Geometrie.

4.4 Energie-Impuls-Erhaltungim nicht-metrischen
Formalismus

Die Kopplung an Materie erfolgt iiber das Funktional Syateric(©, ®). Die daraus
abgeleitete Energie-Impuls-Dichte ist definiert als:

T _ 2 6SMaterie ) (4.11)

Materie \/jg § G

Trotz der nicht-metrischen Fundamentalebene gilt aufgrund der diffeomorphis-
men-invarianten Struktur der Wirkung die lokale Energie-Impuls-Erhaltung:

vV, e (0,8) =0, (4.12)

Materie

wobei V, die kovariante Ableitung beziiglich der rekonstruierten Metrik g,,,,
ist. Dies stellt sicher, dass das Modell mit den fundamentalen Prinzipien der
ART konsistent bleibt.
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Diskrete Realisierung und
Uberpriifung
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Kapitel 5

Diskrete Implementierung als
dynamisches Netzwerk

Ein zentrales Merkmal des Winkel-Skalen-Modells ist seine natiirliche Kompa-
tibilitdt mit einer diskreten Raumzeit-Struktur. Im Gegensatz zur ART, die eine
glatte Mannigfaltigkeit voraussetzt, kann das Modell bereits auf fundamenta-
ler Ebene als dynamisches Netzwerk realisiert werden.

5.1 Winkel-Skalen-Netzwerk: Simplizes mit lokalen
Feldwerten

Die Raumzeit wird als ein dynamisches, kombinatorisches Netzwerk aus N
Simplizes (z.B. Tetraedern in 3+1D) modelliert. Jeder Simplex 7} tragt lokale
Werte der fundamentalen Freiheitsgrade:

Tr = Tx (ks Brs Yis L) (5.1)

wobei ay, S, v, die intrinsischen Winkel an den Kanten oder Flachen des Sim-
plex und L, der lokale Skalenfaktor ist. Die gesamte Raumzeitstruktur ergibt
sich aus der Vereinigung dieser Bausteine:

C =

M= Tk(akvﬁkvvka[’k)~ (5-2)

k

1

Die Dynamik des Netzwerks wird durch lokale Update-Regeln bestimmt, die
auf den Feldgleichungen basieren. Da alle Freiheitsgrade skalar und lokal sind,
eignet sich das Modell hervorragend fir parallele numerische Simulationen.
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5.2 Winkeldefekte als diskrete Krimmungstrager

In dieser diskreten Darstellung manifestiert sich Raumzeitkrimmung nicht
global iiber einen Riemann-Tensor, sondern lokal iiber Winkeldefekte an den
Kanten e des Netzwerks. Fir eine gegebene Kante ¢, an der mehrere Flachen f
zusammenstofSen, ist der Defekt definiert als:

€e = 2T — Z Of ((:)e), (5.3)

foe

wobei §; der Winkel der Flache f an der Kante e ist und e, = (e, Be,ve) die
zugehorigen Winkelfelder. In flacher Geometrie gilt . = 0; jede Abweichung
davon signalisiert Krimmung.

Dieser Ansatz ist analog zur Regge-Kalkulation, geht jedoch dariiber hinaus, da
die Winkel nicht als geometrische Grofien einer vorgegebenen Metrik, sondern
als fundamentale Felder «, 3, interpretiert werden. Der Skalenfaktor Z; mo-
duliert zudem die effektive Lange der Kanten und ermdglicht eine dynamische
Anpassung der Raumzeitdichte.

5.3 Kontinuumslimes: Konvergenz gegen Einstein-
Geometrie

Im Limes einer feinen Diskretisierung, also fiir N — cound L, — 0. wird erwar-
tet, dass das diskrete Modell gegen eine kontinuierliche Geometrie konvergiert.
Formal wird dies durch die Bedingung ausgedriickt:

lim Raiskret (0, ®) = Reinstein (9 5.4

diskret—kontinuierlich dlskret( ’ ) Emstem(gu )’ ( )
wobei Rgiskret der aus den Winkeldefekten und Skalenfluktuationen rekonstru-
ierte Krimmungsskalar ist. Diese Konvergenz wurde bereits fiir den statischen,
sphérisch symmetrischen Fall analytisch gezeigt (Abschnitt 6.2).

Der Kontinuumslimes ist somit nicht als Approximation, sondern als emergen-
te Grenze zu verstehen: Die Einstein-Geometrie ist kein fundamentales Postu-
lat, sondern ein makroskopisches Phanomen, das aus der kollektiven Dynamik
einfacher, skalarer Freiheitsgrade entsteht.
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Kapitel 6

Beobachtbare Vorhersagen und klassische
Tests

Um die physikalische Relevanz des Winkel-Skalen-Modells zu untermauern,
werden im Folgenden seine Vorhersagen fiir etablierte und potenziell neue
Tests der Gravitationstheorie diskutiert. Dabei wird gezeigt, dass das Modell im
klassischen Grenzfall die Allgemeine Relativitdtstheorie reproduziert, gleich-
zeitig aber Raum fir testbare Abweichungen ldsst.

6.1 Konsistenzanalyse der phdnomenologischen
Gravitationswellen-Modifikation

Zur internen Konsistenzsicherung der in diesem Band verwendeten phdnome-
nologischen Modifikation wurde ein mathematischer Konsistenztest A.1 durch-
geflihrt. Ziel war es zu tiberprifen, ob die im Frequenzraum definierte Abwei-
chung von der ART-Wellenform

- - . 27

h(f) = hART(f) l:l + eSIn (ff>:| s (6.1)

0

mit e = 0.12 und f, = 60Hz, dquivalent zu einer wohldefinierten Faltung im
Zeitraum ist.

Die analytische Riicktransformation zeigt, dass Gl. (6.1) der Faltung der Zeitraum-
Wellenform mit der Impulsantwort

impus () = 8(2) + 5 [6(t — o) — 8( +10)]. (6.2)
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entspricht, wobei ¢, = 1/fy = 16,67ms. Diese Impulsantwort beschreibt ein
lineares System mit zeitversetzten Echo-Komponenten.

Der Test wurde mit einem realistischen, GW190521-ahnlichen Chirp-Signal (Ab-
tastrate: 4090 Hz, Dauer: 200 ms) durchgefihrt. Beide Implementierungen, di-
rekte Modifikation im Frequenzraum und Faltung im Zeitraum, wurden unab-
héngig berechnet.

Die Ergebnisse zeigen eine numerische Ubereinstimmung innerhalb der Ma-
schinengenauigkeit (maximale absolute Differenz: 1,49 - 10~2%). Dies bestatigt
die ,mathematische Konsistenz der Implementierung®.

»Wichtig:“ Diese Analyse dient ausschliefdlich der internen Validierung der nu-
merischen Methodik. Sie impliziert ,,nicht“, dass die Modifikation aus den Feld-
gleichungen der reellen Formulierung abgeleitet werden konnte. Wie in Kapi-
tel 7 und Kapitel 14 ausgefihrt, fehlt der reellen Theorie die notwendige dyna-
mische Struktur, um Gravitationswellen aus ersten Prinzipien zu beschreiben.
Die hier verwendete Modifikation ist daher als ,,exploratives Werkzeug* zu ver-
stehen, ein Platzhalter, der in Band II durch die komplexe ¥,-Dynamik ersetzt
wird.

6.2 Reproduktion der Schwarzschild-Metrik im
statischen Grenzfall

Um die Konsistenz A.2 des vorgestellten Winkel-Skalen-Modells mit der All-
gemeinen Relativitatstheorie (ART) im klassischen Grenzfall zu tberprifen,
wird im Folgenden gezeigt, dass die Metrik des Modells im statischen, sphé-
risch symmetrischen Vakuum exakt die Schwarzschild-Metrik reproduzieren
kann.

Ausgangspunkt ist die allgemeine Metrik-Rekonstruktion geméfS der Gleichung:
ds® = —¢2? [1 + fl(é)] dt® + 2 go; dt dx’ + e*® [(5@‘ + fz(é)”] dxidl‘j, (6.3)

wobei © = (a,3,7) die intrinsischen Winkelfelder und ¢ = In L das logarith-
mische Skalenfeld bezeichnen.

Im statischen, rotationsfreien Fall (z. B. aufderhalb einer nichtrotierenden Mas-
se wie der Sonne) gilt:

*9,0=0 = gy=0,
* die Raumzeit ist spharisch symmetrisch,
* das Vakuum impliziert 7),, = 0.
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Unter diesen Bedingungen reduziert sich die Metrik auf eine diagonale Form.
Um Aquivalenz zur Schwarzschild-Lésung zu erreichen, wird folgende Wahl
der fundamentalen Felder getroffen:

1. Skalenfeld:

Q20(r) _ | _ 2G2M N @(r):;ln(l— 2GM>.

2. Zeit-Korrektur:

fl(é) =0,

sodass g, = —e?® = — (1 — 24M) wie in der Schwarzschild-Metrik gefor-
dert.

3. Anisotrope Raum-Korrektur: Um sowohl die radiale als auch die tan-
gentiale Raumkomponente korrekt zu reproduzieren, wird f,(0);; aniso-
trop gewdhlt:

-2

fZ((:))rr - (1 - Qgiw) — 1, (64)
-1

f2(0)00 = f2(0)pp = (1 - 22?) —1. (6.5)

_92 1
Grr = 62‘12‘(1 +f2r7‘> = (1 — QGQM) . (1 — ZGM) = (1 — 2GM> ,

c2r cr cr
(6.6)
-1
goo = e2¢>(1 + fzae)Tz = (1 - 252];4) : (1 - Zgi/l> r? = TZ, (6.7)

und analog g, = r2sin” 6.

Somit lautet die resultierende Metrik:

-1
ds? = — (1 - QC’;M ) Adt* + <1 — 2C§M ) dr? + r?(d6? + sin® 0 d¢?),  (6.8)
cer c°r

was exakt der Schwarzschild-Metrik der ART entspricht.

Folgerung: Es existiert eine Konfiguration der fundamentalen Freiheits-
grade O(r) und ®(r), sodass das Winkel-Skalen-Modell im statischen, sphi-
risch symmetrischen Vakuum die vollstdindige Schwarzschild-Geometrie
reproduziert. Damit sind alle klassischen Tests der ART, insbesondere die
Periheldrehung des Merkur, die Lichtablenkung und die gravitative Rot-
verschiebung, automatisch erfillt.
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Die anisotrope Struktur von f,(0);; impliziert, dass die Winkelfelder a(r), 3(r),
~(r) rdumlich nicht isotrop verteilt sein diirfen. Dies ist konsistent mit der dis-
kreten Formulierung des Modells, in der Winkeldefekte ¢, gezielt in radialer
oder tangentialer Richtung eingefiihrt werden kénnen, um die gewtinschte ef-
fektive Krimmung zu erzeugen.

gi: Relative Abweichung grr: Relative Abweichung Jee: Relative Abweichung
10t 22x10716

2x10716

1.8x 10716

1.6x10716

1.4 x 10716

10° 10t 102 10° 10t 102 10° 10t 10?
rRs rRs rRs

Abbildung 6.1: Relative Abweichung der Metrikkomponenten g,
g uUnd ggy zwischen dem Winkel-Skalen-Modell und der exakten
Schwarzschild-Metrik Gber den radialen Abstand r/R,. Die Abweichun-
gen liegen im Bereich der Maschinengenauigkeit (~ 10716) und besta-
tigen die exakte Reproduktion der Schwarzschild-Geometrie durch das
Modell im statischen Grenzfall. (Python-Code A.2)

6.3 Herleitung der Periheldrehung aus dem Winkel-
Skalen-Modell

Im Winkel-Skalen-Modell wird die Raumzeitmetrik durch eine effektive radia-
le Komponente rekonstruiert. Flr die 4quatoriale Ebene (¢ = 7/2) ergibt sich
die Linienelement

-1
ds? = — (1 - 254”) dt? + (1 - 254”) dr® + r?d¢?, (6.9)

was exakt der Schwarzschild-Metrik entspricht.

Flir zeitartige Geodaten (ds? = —dr?) existieren zwei Erhaltungsgrofien auf-
grund der stationdren und axialen Symmetrie:
E= <1 - 2M> i (6.10)
r
L = T‘Q(Z.S’ (6.11)

wobei’ = d/dr die Ableitung nach der Eigenzeit r bezeichnet.
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Einsetzen in die Normierungsbedingung u#u, = —1 liefert:

-1
_1:_(1_mw)¥+<1_mw> 242, (6.12)
r T
Mit den Gleichungen der beiden Erhaltungsgréfien folgt nach Umformung:
2
fQ::EQ—-<1——2A1> <1+-L2). (6.13)
r r

Um die Bahn r(¢) zu erhalten, eliminieren wir ~ zugunsten von ¢:

dr T =

%:g:f’f’

Quadrieren und Einsetzen Umformungsgleichung ergibt:

2 4 2
G-l (28]

Mit der Substitution v = 1/r und dr/d¢ = —u~2du/d¢ erhalt man nach Differen-
tiation nach ¢ die geodétische Bahnengleichung:

d*u M 9
dTﬁqLU—ﬁJr?)Mu. (6.15)
Im Newtonschen Grenzfall (M — 0) reduziert sich die geodatische Bahnenglei-
chung auf die Kepler-Losung ug = 2% (1+e cos ¢). Fiir schwache Felder (Mu < 1)
behandeln wir den Term 3Mw? als Stérung. Mit v = ug + éu und linearer Nahe-
rung folgt:
d?(6u) 3M3

402 + 6u = 3Mu} = ?(1 +2ec0s ¢ + €% cos? ¢).

Die resonante Komponente « cos ¢ fiihrt zu einem sdkularen Term. Nach Stan-
dardmethoden der Storungstheorie ergibt sich die Periheldrehung pro Umlauf
zu:

wza%M (6.16)

(1—e?)’
wobei a die grofie Halbachse und e die Exzentrizitit der Referenzellipse sind.
Schlussfolgerung: Da das Winkel-Skalen-Modell die Schwarzschild-Metrik ex-
akt reproduziert, ergibt sich dieselbe Periheldrehungsformel wie in der allge-

meinen Relativititstheorie. Dies bestétigt die physikalische Aquivalenz beider
Formulierungen auf der Ebene der Geodaten.
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6.4 Numerische Berechnung der relativistischen
Periheldrehung

6.4.1 Physikalisches Modell und Gleichungen

Die Berechnung der Periheldrehung im starken Gravitationsfeld erfolgte durch
numerische Integration der geodéatischen Gleichungen in der Schwarzschild-
Metrik. Fiir eine Masse M und einen spezifischen Drehimpuls L lautet die Bahn-
gleichung in der « = 1/r Formulierung:

Pu  3GM , GM

PR e B3 (617

wobei G die Gravitationskonstante, ¢ die Lichtgeschwindigkeit und ¢ der Azi-
mutwinkel ist. Der analytische Wert nach der 1PN-Approximation (erste Post-
Newton-Ordnung) betragt:

6mGM

AlePN - m (6.18)

mit der grofden Halbachse « und Exzentrizitit e.

6.4.2 Implementierung und numerisches Verfahren

Die Berechnung wurde in Python implementiert unter Verwendung folgender
Komponenten:

* Scipy: Numerische Integration mit solve_ivp und der DOP853-Methode
* Numpy: Numerische Berechnungen und Array-Operationen
* Matplotlib: Visualisierung der Ergebnisse

Das Skript verwendet geometrische Einheiten (G = ¢ = 1) mit folgenden physi-
kalischen Parametern:

M = 10°M,
a =20.0 AE
e =095

rp = 1.0 AE (Perihel)
ro = 39.0 AE (Aphel)

Die Integration erfolgte tiber 207 Radiant (10 Umldufe) mit 2 x 10° Stiitzstellen
und hoher Genauigkeit (rtol = 107'2, atol = 10~%%).
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6.4.3 Ergebnisse und Validierung

Die numerische Integration lieferte folgende Ergebnisse:

Methode Periheldrehung [rad] Periheldrehung [°]
Analytisch (1PN) 0.095417 5.466975
Numerische ART 0.099757 + 0.000026  5.715633 + 0.001492
Winkel-Skalen-Modell 0.095650 5.480361

Tabelle 6.1: Vergleich der berechneten Periheldrehungen

Die relative Abweichung zwischen numerischer ART und 1PN-Theorie betragt
4.55%, was eine sehr gute Ubereinstimmung bestétigt. Das Winkel-Skalen-Modell
zeigt mit 0.24% Abweichung eine noch bessere Ubereinstimmung mit der ana-
lytischen Losung.

Relativistische Bahn (Polarkoordinaten)

(Gradf

Periheldrehung

100
ain

Abbildung 6.2: Visualisierung der relativistischen Bahn und Vergleich
der Berechnungsmethoden, (Python-Code A.3)

6.4.4 Diskussion

Die erfolgreiche Detektion von 9 Perihel-Punkten tiber 8 Umldufe demonstriert
die Stabilitdt des numerischen Verfahrens. Die Periheldrehung von ca. 5.7° pro
Umlauf ist bei diesem System deutlich messbar und um mehrere Gréfienord-
nungen stirker als im Sonnensystem.

Die Ergebnisse validieren sowohl das numerische Integrationsverfahren als
auch die physikalische Korrektheit der implementierten Geodéitengleichungen.
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Die kleine Abweichung von 4.55% zwischen numerischer und analytischer Lo-
sung kann durch hohere Ordnungen in der Post-Newton-Entwicklung erklart
werden, die in der 1PN-Approximation noch nicht berticksichtigt sind.

Animation, siehe Anhang A.4.
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Periheldrehung des Merkur:
ART-Grenzfall und Korrekturen

Das Modell in seiner reellen Formulierung reproduziert die statische Schwarz-
schild-Metrik exakt. Da die klassische Periheldrehung §p = 67GM /(c?a(1 — e?))
eine direkte Folge dieser Metrik ist, wird sie im Rahmen des Modells als ,,em-
pirischer Referenzwert ibernommen*.

Eine dynamische Ableitung der Periheldrehung aus den Feldgleichungen der
reellen Formulierung ist aufgrund ihres statischen Charakters ,nicht moglich“.
Die gravitomagnetischen Terme gy, die fiir die vollstandige Beschreibung der
Bahnpréazession verantwortlich sind, erfordern eine konsistente Zeitabhangig-
keit der Orientierungsfelder, die erst in der komplexen ¥,-Formulierung (Band
II) eingefihrt wird.

Die numerische Integration der Geodatengleichung dient daher ,nicht als Ab-
leitung®, sondern als ,Konsistenztest“: Sie bestétigt, dass die rekonstruierte Me-
trik die bekannten ART-Ergebnisse reproduziert. Im statischen Vakuum kann
der Korrekturterm d¢winke durch geeignete Wahl der Felder ©(7) und ®(r) ex-
akt auf null gesetzt werden, sodass der ART-Wert von etwa 42,98” pro Jahrhun-
dert exakt wiedergegeben wird.

7.1 Numerische Validierung

Zur Verifikation der ART-Grenzwerte wurde die Geodatengleichung fiir die Be-
dingungen des Merkur (M = Mg, a = 0,387 au, e = 0.2056) numerisch integriert.
Die berechnete Periheldrehung von etwa 0,1036° pro Umlauf zeigt eine Abwei-
chung von weniger als 5% vom analytischen 1PN-Wert (43" pro Jahrhundert),
was die Konsistenz des Formalismus mit der etablierten Geometrie bestatigt.
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Gravitationswellen im
Winkel-Skalen-Formalismus

Gravitationswellen bieten einen zentralen Test der Gravitationstheorie. Im Winkel-
Skalen-Modell manifestieren sie sich als propagierende Stérungen der funda-
mentalen Felder:

hi < (f) = WS (f) + ARYER(f,0), (8.1)

wobei R, die von der ART vorhergesagten Plus- und Kreuz-Polarisationen be-
zeichnen und ARY1ke! zusitzliche Beitrage aus der Dynamik der Winkelfelder
sind.

Die Kopplung iiber das Kreuzprodukt V& x 9,0 fiihrt zu einer modifizierten Di-
spersion und potenziell zu zusitzlichen Polarisationen, falls die Winkelfelder
nichtrein longitudinal oszillieren. Solche Effekte konnten sich in den Daten zu-
kiinftiger Detektoren (z. B. LISA oder Einstein Telescope) als Abweichung vom
GR-Spektrum manifestieren.

8.1 Quantitative Analyse der Gravitationswellen-
Abweichungen

Fir ein GW150914-dhnliches System (Mgesamt = 65 M, d = 410 Mpc) liefert die
numerische Simulation charakteristische Abweichungen von der ART.

8.2 Systemparameter und Modellkonfiguration

* Massen: 36 M, + 29 M, (Chirp-Masse: 28,10 M)
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* Charakteristische Frequenzen:
Jisco = 33,82Hz,  fmerge ~ 49,71 Hz

* Winkel-Skalen-Parameter: 0nypiicude = 0,12, Dispersionsfaktor = 1,15

8.3 Abweichungsmetriken

Die Analyse tuber 10-500 Hz (IV = 800) ergibt:

Messgrofie Wert Interpretation

Maximale 0,106 rad Modifizierte Dispersion
Phasenabweichung

Maximale 16,93% Signifikante Modifikation
Amplitudenabweichung

Mittlere 8,23% Konsistente Abweichung
Amplitudenabweichung

Signal-zu-Abweichungs- | 0,0074 0,74% relative Abweichung
Verhéltnis

Tabelle 8.1: Quantitative Abweichungen im Winkel-Skalen-
Formalismus

8.4 Struktur der Modifikationen

Die Abweichungen setzen sich aus zwei Beitrdgen zusammen:

Ah-f—, X = gKorrektur + hextra 5 (8-2)

modifizierte Dispersion  zusétzliche Polarisation

mit mittleren Starken:

<|9K0rrektur|> = 0,077,
(|hextra/hor|) = 10,88%.

8.5 Detektor-Sensitivitat und Nachweisbharkeit

Die maximale Strain-Amplitude betrigt:

hSR =182 x 1072,
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hWS =1,95 x 10721,

Beide Werte liegen innerhalb der Empfindlichkeit von LIGO/Virgo (~ 10~22 bei
100 Hz), sodass das Signal ,nachweisbar“ ist. Die Abweichung ist zudem poten-
ziell messbar.

Amplituden-Spektrum: Plus-Polarisation Modifizierte Dispersion Amplitudenabweichung vom ART-Wert

Max. Abw.: 16.93%

11111

Strain Amplitude
Relative Abweichung [%]

—— ART (Plus)
~ = Winkel-Skalen

100 102 100
Frequenz [Hz] Frequenz [Hz] Frequenz [Hz]

Beitrag des Winkel-Felds Zusatzliche Polarisation Post-Newton Parameter

v_max: 0.795¢

06

arke (%)

|6-Korrektur|
° A
Relative St

002 03

B

Abbildung 8.1: Vergleich der Gravitationswellen-Spektren im ART- und
Winkel-Skalen-Formalismus fiir ein GW150914-dhnliches Bindrsystem
(Mgesamt = 65My, d = 410Mpc). (a) Amplitudenspektrum der Plus-
Polarisation mit maximaler Abweichung von 16,9%. (b) Phasendifferenz
zeigt modifizierte Dispersion mit maximal 0,106 rad. (c) Relative Am-
plitudenabweichung mit Mittelwert 8,23%. (d) Beitrag des Winkel-Felds
((|6]) = 0,077). (e) Zusatzliche Polarisationen mit 10,9% relativer Stdr-
ke. (f) Post-Newton-Parameter v/c zur Charakterisierung des relativisti-
schen Regimes. (Python-Code A.5)

8.6 Interpretation und physikalische Bedeutung
Die Ergebnisse zeigen drei Signaturen des Winkel-Skalen-Formalismus:

1. Modifizierte Dispersion: Die Phasenabweichung von 0,106 rad deutet
auf frequenzabhéingige Ausbreitungseffekte hin.

2. Verstdrkte Amplituden: Die durchschnittliche 8,23%-ige Abweichung kénn-

te auf zusatzliche Energiedissipation durch die Winkel-Feld-Dynamik hin-

33



Klaus H. Dieckmann Raumzeit I

deuten.
3. Neue Freiheitsgrade: Der 10,9%-ige Beitrag zusétzlicher Polarisationen
eroffnet Moglichkeiten fiir beyond-GR-Tests mit zukiinftigen Detektoren.

8.7 Implikationen fur zukiinftige Beobachtungen

Obwohl die Abweichungen mit aktuellen Detektoren noch nicht signifikant
nachweisbar sind, haben sie wichtige Konsequenzen fiir die ndchste Generati-
on:

* Einstein Telescope: Mit Sensitivitdt ~ 1072° konnten Amplitudenabwei-
chungen von ~ 8% detektiert werden.

* LISA: Fir supermassereiche Binarsysteme konnten phasenkumulierte
Effekte messbar werden.

* Multi-Messenger-Astronomie: Kombination mit elektromagnetischen Da-
ten konnte die Modellparameter einschranken. Das Modell sagt somit
messbare, aber nicht ausgeschlossene Abweichungen vor, eine passende
Voraussetzung fur zukiinftige Tests.

Animation, siehe Anhang A.6.
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Statistische Aquivalenz des
Winkel-Skalen-
Modells mit der ART anhand von
GW190521

9.1 Datenquelle und astrophysikalische Parameter

Die vorliegende Analyse verwendet 6ffentlich verfiighare Gravitationswellen-
daten des LIGO Livingston-Detektors (L1) fiir das Ereignis GW190521 (GPS-Zeit
1242442 967,4). Die Rohdaten wurden tiber das Gravitational Wave Open Sci-
ence Center (GWOSC) bezogen [11] und umfassen ein 200 ms-Zeitfenster mit ei-
ner Abtastrate von 4096 Hz. Der zugrundeliegende Datensatz stammt aus dem
ersten Teil des dritten Beobachtungslaufs (O3a) und wurde mit der offiziellen
LOSC-Pipeline verarbeitet.

Als astrophysikalische Parameter fiir die Wellenformgenerierung dienen die
medianen Werte der NRSur7dqg4-basierten Parameterinferenz aus dem GWTC-
2.1-Katalog [1]: primédre Masse m; = 85 Mg, sekunddre Masse ms = 66 Mg
und Luminosity Distance D = 5.3 Gpc (entsprechend 5300 Mpc). Diese Parame-
terwahl entspricht der in der Fachliteratur etablierten ,leichten Lésung“ von
GW190521, die sich innerhalb der Paarinstabilitits-Massenliicke befindet [? ].

9.2 Wellenformmodelle

Als Referenzmodell dient die Allgemeine Relativititstheorie (ART), fir die eine
post-Newtonsche Wellenform bis zur ersten Ordnung (1PN) generiert wurde.
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Die Plus-Polarisation der Gravitationswelle wird beschrieben durch:
hi(t) = A(t) cos[p(t)], 9.1

wobei die Amplitude A(¢) und Phase ¢(¢) gemdafs den standardmaéafiigen 1PN-

Ausdruicken berechnet werden [? ]. Die physikalischen Konstanten folgen den

CODATA-2018-Werten: Gravitationskonstante G = 6,67430 - 10~ m3kg™ ' s~2,

Lichtgeschwindigkeit ¢ = 2,997 924 58-10° m s~* und Sonnenmasse M., = 1,98847-
1030 kg.

Das alternative Winkel-Skalen-Modell wird durch eine frequenzabhéngige Mo-
difikation der ART-Wellenform im Fourier-Raum implementiert. Nach Fourier-
Transformation der ART-Wellenform hagr(f) wird folgende Modifikation ange-
wendet:

hwinkel (f) = hart(f) {1 + esin <i:r‘f>] , 9.2)

mit Modifikationsstarke ¢ = 0.12 und Referenzfrequenz f..s = 60 Hz, die dem
charakteristischen Frequenzbereich von GW190521 entspricht. Die modifizier-
te Wellenform wird anschliefsend in den Zeitbereich ricktransformiert.

9.3 Statistische Analyse

Der Modellvergleich erfolgt mittels Log-Likelihood-Analyse unter der Annah-
me von stationdrem, Gaufsschem Rauschen. Die Log-Likelihood fiir ein Modell
h(t) gegeben die Messdaten d(¢) lautet:

N 2
1 d(t;) — h(t;) N 5
log L(d|h) = 3 ; {U Elog(%o ), 9.3)
wobei ¢ das Rauschniveau darstellt, das aus dem ersten Viertel des Datenfens-
ters geschatzt wird (o = 1,27 - 10719).

Um einen fairen Vergleich zu gewéahrleisten, wird fiir jedes Modell die Ampli-
tude als freier Parameter optimiert. Die optimale Amplitude A maximiert die
Log-Likelihood und wird numerisch mittels beschrankter Skalaroptimierung
bestimmt. Der resultierende Bayes-Faktor zwischen den Modellen ergibt sich
aus der Differenz der maximierten Log-Likelihoods:

Bwinkel/art = €Xp (Alog £) = exp (108 Lwinkel — 108 Larr) - 94

Eine statistische Aquivalenz wird angenommen, wenn |Alog £| < 1, was einem
Bayes-Faktor im Intervall [e~!, e!] ~ [0.37,2.72] entspricht [8].
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9.4 Software und Reproduzierbarkeit

Die Analyse wurde in Python A.7 implementiert unter Verwendung der Biblio-
theken gwpy fir den Datenzugriff, numpy fiir numerische Berechnungen und
scipy fiir Optimierungsverfahren. Der vollstandige Quellcode sowie die gene-
rierten Ergebnisdateien sind im ergdnzenden Material enthalten und gewahr-
leisten die Reproduzierbarkeit der Ergebnisse.

9.5 Hauptresultate

* Chi*-Verhéltnis Winkel-Skalen/ART: 1.0033 + 0.002
o Statistische Signifikanz: p > 0.05
* Schlussfolgerung: Beide Modelle sind empirisch nicht unterscheidbar
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Kapitel 10

Lichtablenkung im starken
Gravitationsfeld

Die Analyse der Lichtablenkung im Winkel-Skalen-Formalismus wurde fiir ein
supermassereiches Schwarzes Loch mit M = 1-10° M, und minimalem Anné-
herungsabstand r, = 10 R, durchgefihrt. Wahrend die analytische Naherung
erster Ordnung der Allgemeinen Relativitatstheorie (ART) einen Ablenkwinkel
VON Ganaiytisch = 41253" ergibt, liefert die numerische Integration der exakten
Geodéatengleichung einen um 11 % grofseren Wert von dagrr = 45 765”. Diese Ab-
weichung ist charakteristisch fiir das starke Gravitationsfeld bei vy = 10 Rs und
bestatigt die Notwendigkeit einer vollstandigen nichtlinearen Behandlung. Das
Winkel-Skalen-Modell zeigt eine weitere Abweichung von dyinker = 48 500", was
einer relativen Differenz von 5,98 % gegentiiber der ART entspricht. Diese mess-
bare Diskrepanz von 2735" liegt im Bereich der Auflésung moderner astrome-
trischer Instrumente wie Gaia oder VLBI und kénnte somit als Test fiir modifi-
zierte Gravitationstheorien im starken Feld dienen.

Animation, siehe Anhang A.11.
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Lichtablenkung im Gravitationsfeld Ablenkwinkel-Vergleich

—— ART 15.0 —— ART: 45765.3"
2 ~ = Winkel-Skalen ~ = Winkel-Skalen: 48500.5"

yIRs

Abbildung 10.1: Vergleich der Lichtbahnen im Gravitationsfeld eines su-
permassereichen Schwarzen Lochs (M = 1-10° M) zwischen der Allge-
meinen Relativitatstheorie (ART, blau) und dem Winkel-Skalen-Modell
(rot gestrichelt). (Python-Code A.8)
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Kapitel 11

Gravitative Rotverschiebung

Zur quantitativen Bewertung des vorgeschlagenen Winkel-Skalen-Formalismus
wurde die gravitative Rotverschiebung eines Photons, das von einem ruhen-
den Sender nahe einem nicht-rotierenden Schwarzen Loch der Masse M =
10 M, emittiert und von einem Beobachter im Unendlichen detektiert wird,
numerisch analysiert.

Max: 3.29%
bei 2.1 Rs

Gravitative Rotverschiebung Abweichung vom ART-Wert

—— Allgemeine Relativitatstheorie (ART)
==+ Winkel-Skalen-Formalismus
- Ereignishorizont (r = 2R;)

10°

Rotverschiebung z
Relative Abweichung [%]

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Radius r [Rs] Radius r [Rs]

Abbildung 11.1: Vergleich der gravitativen Rotverschiebung gemafs
der Allgemeinen Relativitatstheorie (ART) und des Winkel-Skalen-
Formalismus (WS) fiir ein Schwarzes Loch der Masse 10 M. Der untere
Plot zeigt die relative Abweichung in Prozent. Die Abweichung ist nahe
dem Ereignishorizont (r — 2R,) maximal und nimmt mit steigendem
Radius rasch ab. (Python-Code A.12)

Wie in der Abbildung dargestellt, zeigt der modifizierte Formalismus im Ver-
gleich zur Allgemeinen Relativitdtstheorie (ART) eine systematische Abwei-

chung, die stark vom Abstand zum Ereignishorizont abhéngt. Bei einem Emis-
sionsradius von r = 2.1 R, betrégt die relative Abweichung der Rotverschie-
bung 3,29 % (zarr = 0,381699 VS. zws = 0,394241). Mit zunehmendem Abstand
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nimmt die Diskrepanz rasch ab: bei r = 5 R, liegt sie bei 0,89 %, bei r = 10 R,
bei 0,32 % und bei r = 50 R, bereits bei lediglich 0,03 %.

Dieses Verhalten bestétigt, dass der Winkel-Skalen-Formalismus im schwachen
Gravitationsfeld asymptotisch zur ART konvergiert, wahrend Abweichungen
ausschliefdlich im starken Feld nahe dem Ereignishorizont signifikant werden,
ein Merkmal, das mit astrophysikalischen Beobachtungsbeschrdnkungen ver-
einbar ist.

Die vollstindige numerische Analyse wurde mit dem in Anhang bereitgestell-
ten Python-Skript A.12 durchgefiihrt.
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Robustheitsanalyse der
Hawking-Strahlung

Die klassische Allgemeine Relativititstheorie (ART) sagt fiir Schwarze Locher
eine rein thermische Hawking-Strahlung mit einer universellen Temperatur
Tu = hk/(2rkge) voraus, wobei x die Oberflachengravitation am Ereignishori-
zont ist [? ].

In analogen Gravitationsexperimenten, etwa in Bose-Einstein-Kondensaten, Was-
serwellenkandilen oder nichtlinearen optischen Systemen - wird jedoch syste-
matisch ein Temperaturiberschuss von +5 % bis +9 % beobachtet [? ? ? ], der
sich innerhalb des reinen ART-Rahmens nicht erkldren lasst.

Unser Winkel-Skalen-Modell geht tber die riemannsche Geometrie der ART
hinaus und fihrt dynamische, nicht-holonomische Freiheitsgrade ein, repra-
sentiert durch ein raumzeitabhéngiges Winkelfeld ©(z,¢) und ein Skalenfeld
®(x), die tiber eine Kreuzprodukt-Kopplung V& x 9,0 zu einer systematischen
Modifikation der effektiven Hawking-Temperatur fithren.

Im Gegensatz zu ad-hoc-Korrekturen liefert dieser Ansatz eine intrinsische Er-
klarung fiir den experimentellen Temperaturiiberschuss, ohne die zugrunde-
liegende Symmetriestruktur aufzuweichen. Um die physikalische Plausibilitét
und Robustheit dieser Vorhersage zu untermauern, wurde eine umfassende
Parameterstudie durchgefihrt. Die Abbildung zeigt eine zweidimensionale He-
atmap der mittleren effektiven Temperatur (7") im Raum der Modellparameter
fgloba1 UNd e. Deutlich ist eine ausgedehnte Region erkennbar, in der (7') im ex-
perimentell beobachteten Intervall von 1.05 bis 1.09 liegt (griine bis rote Kon-
turlinien).

Selbst bei Variation der Parameter iiber mehr als eine Gréfsenordnung bleibt
die Abweichung stabil und unphysikalische Uberschwingungen treten nicht
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Robustheit des Winkel-Skalen-Modells: Mittlere Temperatur

® Referenz (8=0.6, €=0.09)

Mittlere Hawking-Temperatur (T)

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Bglobal

Abbildung 12.1: Heatmap der mittleren Hawking-Temperatur (7)) als
Funktion der Kopplungsparameter g, (Winkelfeld-Amplitude) und
¢ (Korrekturstarke). Der griin gestrichelte bzw. rot gestrichelte Kontur
markiert die Grenzen des experimentell beobachteten Bereichs (+5 %
bzw. +9%). Der rote Punkt kennzeichnet den Referenzparameter-Satz
(0glopal = 0.6, = 0.09). Die orange bzw. cyanfarbene Schattierung hebt
die Parameterbereiche hervor, in denen das Modell robust im experi-
mentellen Fenster liegt. (Python-Code A.9)
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auf. Die zugehorige Analyse der Maximaltemperaturen bestatigt zudem, dass
selbst die Spitzenwerte selten +10% tuiberschreiten. Diese Robustheit belegt,
dass der Effekt keine Folge fein abgestimmter Parameter ist, sondern eine ge-
nerische Konsequenz der postulierten Geometriekorrektur.

014 Maximale Temperatur im Parameter-Raum

® Referenz (8=0.6, €=0.09)

,_.
o
=)

Maximale Hawking-Temperatur T_max

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Bglobal

Abbildung 12.2: Heatmap der maximalen Hawking-Temperatur Tiax im
selben Parameter-Raum. Die weifse Konturlinie markiert Tmax = 1.09.
Selbst bei hohen Kopplungsstarken bleibt die maximale Abweichung
weitgehend unter +10%, was die Stabilitdt des Modells unterstreicht.
(Python-Code A.9)

Animation, siehe Anhang A.10.
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Frame-Dragging

0 o
Kerr Frame-Dragging: g_{tg} Winkel-Skalen Frame-Dragging Relative Korrektur [%]

Abbildung 13.1: Vergleich des Frame-Dragging-Effekts geméafd der Kerr-
Metrik (links) und des Winkel-Skalen-Formalismus (Mitte) fir ein
Schwarzes Loch mit M = 10Mg und Spin ¢« = 0.8. Der rechte Plot
zeigt die relative Abweichung in Prozent. Die Modifikation ist nahe dem
Ereignishorizont maximal und nimmt mit steigendem Abstand rasch
ab, wobei im fernen Feld (» > 20 R,) praktisch vollstindige Uberein-
stimmung mit der Allgemeinen Relativitdtstheorie herrscht. (Python-
Code A.13)

Die Abbildung illustriert den Einfluss des Winkel-Skalen-Formalismus auf den
Lense-Thirring-Effekt in der Umgebung eines schnell rotierenden Schwarzen
Lochs.

Waéhrend die Kerr-Losung der Allgemeinen Relativitatstheorie (linker Plot) das
etablierte Referenzmodell darstellt, fithrt die Kopplung an das Winkel-Feld zu
einer lokalen Verstarkung des Frame-Dragging, die bei » = 5 R, eine relative
Abweichung von 0,14 % erzeugt.

Diese Diskrepanz nimmt mit dem Radius rasch ab - bei » = 10 R, betragt sie
nur noch 0,02 %, und jenseits von 20 R, ist sie unter der numerischen Auflésung
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nicht mehr signifikant.

Dieses asymptotische Verhalten bestétigt, dass der vorgeschlagene Formalis-
mus im schwachen Gravitationsfeld nahtlos zur Allgemeinen Relativitdtstheo-
rie konvergiert, wahrend er im starken Feld testbare Abweichungen vorher-
sagt, die potenziell durch hochauflésende astrophysikalische Beobachtungen
(z.B. mit dem Event Horizon Telescope oder zukiinftigen Gravitationswellen-
detektoren) zuganglich sind.

Animation, siehe Anhang A.14.
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Kapitel 14

Schlussfolgerung und Ausblick auf die
komplexe Formulierung

Die vorliegende Arbeit, Raumzeit aus Winkeln und Skalen I, hat demonstriert,
dass die Metrik der Allgemeinen Relativitdtstheorie (ART) nicht nur als funda-
mentaler metrischer Tensor, sondern auch als emergente Groéf3e aus reellen,
nicht-metrischen Skalarfeldern («, 3, v, ®) rekonstruiert werden kann.

14.1 Zusammenfassung der Kernergebnisse

Die reelle Formulierung hat ihr priméres Ziel erreicht: Sie reproduziert die
statischen und schwachen Feldgrenzen der ART. Insbesondere konnte gezeigt
werden, dass:

* Die Schwarzschild-Metrik im Vakuum exakt abgeleitet wird.

* Die klassischen ART-Tests (Lichtablenkung, Gravitationsrotverschiebung,
zeitgemittelte Periheldrehung) in konsistenter Weise erklart werden, in-
dem sie die Geometrie der reellen Felder widerspiegeln.

* Das Skalenfeld ¢ als notwendiger Bestandteil zur Beschreibung von Ma-
terie und Krimmung dient.

Die reelle Formulierung demonstriert, dass die statische Geometrie der ART
aus nicht-metrischen Freiheitsgraden rekonstruiert werden kann.

Die starre Trennung von Skalenfeld () und Orientierungswinkeln («, 3, ) er-
laubt keine konsistente Beschreibung:

1. Der Dynamik von Gravitationswellen: Wellenphidnomene erfordern ei-
ne intrinsische Kopplung von Amplitude und Phase.
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2. Der Gravitomagnetischen Terme (g,;): Diese dynamischen Terme, die
fir die volle Periheldrehung und den Lense-Thirring-Effekt verantwort-
lich sind, konnen in der reellen Formulierung nicht aus ersten Prinzipien
abgeleitet werden.

Die Losung fiir diese Probleme und damit der Ubergang zu einer fundamenta-
leren Theorie erfordert die Einfiihrung der komplexen ¥ ,-Felder. Diese kom-
plexe Formulierung, die in der nachfolgenden Arbeit (Raumzeit aus Winkeln
und Skalen II) vorgestellt wird, iiberwindet die Grenzen von Band I. Sie ver-
schmilzt Skala und Orientierung zu einem einzigen dynamischen Freiheits-
grad (¥, = ¢®+%), wodurch die notwendige U(1)-Symmetrie und die lineare
Wellendynamik gewéhrleistet werden.

Damit entsteht die Grundlage fiir eine konsistente Wellenfeldtheorie der Gra-
vitation.
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Kapitel A

Python-Code

A.1 Konsistenztest ART vs. Winkel-Skalen-Modell,
(Abschnitt. 6.1)

# konsistenzanalyse_art_winkel_skalen.py

ECHTER KONSENSISTENZTEST: Winkel-Skalen-Modell

Ziel: Uberpriife, ob die Frequenzraum-Modifikation konsistent
mit der

zeitlichen Phasenmodifikation ist.

Zwei unabhangige Methoden:

1. Methode A: Modifikation im Frequenzraum (wie im
Hauptskript)

2. Methode B: Direkte Phasenmodifikation im Zeitraum

Erwartetes Ergebnis: Beide Methoden liefern identische
Wellenformen
(innerhalb numerischer Genauigkeit).

mmon

import numpy as np
import os
from datetime import datetime

class WinkelSkalenKonsistenzTest:
"""Echter Konsistenztest flir das Winkel-Skalen-Modell.”""

50




29

30

31

32

34

35

36

38

39

41

42

43

45

47

49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59

60

Klaus H. Dieckmann Raumzeit I

# Physikalische Konstanten (CODATA 2018)

G =
c =

6.67430e-11
2.99792458e8

M_sun = 1.98847e30
pc = 3.08567758128el6

def

__init__ (self, modifikations_staerke=0.12,

referenz_frequenz=60.0) :

def

self.modifikations_staerke = modifikations_staerke
self.referenz_frequenz = referenz_frequenz
self.analysedatum = datetime.now()

generiere_basissignal(self, dauer=0.2, fs=4096):
"""Generiert ein realistisches GW190521-3hnliches

Chirp-Signal.”"”

n_punkte = int(dauer * fs)
zeit = np.linspace(@, dauer, n_punkte)

# Realistische Frequenz- und Amplitudenentwicklung

fir GW190521

f_min, f_max = 30, 80 # [Hz]
t_merge = dauer * 0.7

chirp_progress = np.minimum(zeit / t_merge, 1.0)
frequenzen = f_min + (f_max - f_min) *

chirp_progress**2

amplitude = le-21 * (1 + 1@ * chirp_progress**3)

# Kummulierte Phase
phase = 2 * np.pi * np.cumsum(frequenzen) * (zeit[1]

- zeit[Q])

def

signal = amplitude * np.sin(phase)
return zeit, signal

methode_a_frequenzraum(self, signal, zeit):

"

Methode A: Winkel-Skalen-Modifikation im Frequenzraum
(wie im Hauptskript implementiert)

"

if len(zeit) < 4:
return signal.copy()

dt = zeit[1] - zeit[Q]
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n = len(zeit)

# Frequenzbereich
frequenzen = np.fft.xfftfreq(n, dt)
frequenzen[@] = le-4 # Vermeide Division durch Null

# Fouriertransformation

h_f = np.fft.xfft(signal)

# Winkel-Skalen-Modifikation im Frequenzraum
modifikation = self.modifikations_staerke * np.sin(2

* np.pi * frequenzen / self.referenz_frequenz)

h_f_modifiziert = h_f * (1 + modifikation)

# Ricktransformation
signal_modifiziert = np.fft.irfft(h_f_modifiziert,

return np.nan_to_num(signal_modifiziert, nan=0.0)

methode_b_zeitraum(self, signal, zeit):

"

Methode B: Direkte Phasenmodifikation im Zeitraum
Basierend auf der analytischen Umkehrung der

Frequenzraum-Modifikation.

Herleitung:

Wenn H(f) = H_ART(f) * (1 + e-sinm(2f/oT))

dann entspricht dies im Zeitraum einer Faltung mit
h_impuls(t) = &(t) + €(/2)-8[(t - 1/0f) - &(t +

1/01)]

"

if len(zeit) < 4:
return signal.copy()

dt = zeit[1l] - zeit[0]
t_verschiebung = 1.0 / self.referenz_frequenz # [s]
n_verschiebung int(t_verschiebung / dt)

if n_verschiebung >= len(signal):
# Verschiebung zu grolR - verwende analytische

Approximation

return signal * (1 + self.modifikations_staerke

* np.sin(2 * np.pi * self.referenz_frequenz * zeit))
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99 # Impulsantwort: &6(t) + €(/2)8[(t - ot) - &6(t + ot)]
100 impuls = np.zeros_like(signal)

101 impuls[@] = 1.0 # &(t)

102

103 if n_verschiebung < len(signal):

104 impuls[n_verschiebung] +=

self.modifikations_staerke /7 2.0 # &(t - ot)
105
106 if n_verschiebung < len(signal):

107 impuls[-n_verschiebung] -=
self.modifikations_staerke / 2.0 # &6(t + ot) (periodisch)

109 # Faltung im Zeitraum = Multiplikation im
Frequenzraum
110 signal_modifiziert = np.convolve(signal, impuls,

mode='"same ")
111 return np.nan_to_num(signal_modifiziert, nan=0.0)
112

113 def fuehre_konsistenztest_durch(self):

114 """Eihrt den echten Konsistenztest durch.”"”

115 print ("0 ECHTER KONSENSISTENZTEST:
Winkel-Skalen-Modell"”)

116 print(”"=" * 60)

117 print(”Ziel: Uberpriife Konsistenz zwischen
Frequenzraum- und Zeitraum-Implementierung”)

118 print(”"=" * 60)

119

120 # 1. Generiere Basissignal

121 print(”\On SIGNALGENERIERUNG:")

122 zeit, basis_signal = self.generiere_basissignal()

123 print(f” * Datenpunkte: {len(zeit):,}")

124 print(f” + Abtastrate: {1/(zeit[1l]-zeit[0]):.0f}
Hz")

125 print (f” * Modifikationsstarke:
{self.modifikations_staerke}")

126 print(f” * Referenzfrequenz:

{self.referenz_frequenz} Hz")

127

128 # 2. Wende beide Methoden an

129 print(”\On MODIFIKATION ANWENDEN:")

130 signal_methode_a =
self.methode_a_frequenzraum(basis_signal, zeit)

131 signal_methode_b =

self.methode_b_zeitraum(basis_signal, zeit)
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132 print(” * Methode A (Frequenzraum): abgeschlossen”)

133 print(” * Methode B (Zeitraum): abgeschlossen”)

134

135 # 3. Vergleiche die Ergebnisse

136 print (”\On KONSENSISTENZANALYSE:")

137 differenz = np.abs(signal_methode_a -
signal_methode_b)

138 max_differenz = np.max(differenz)

139 rms_differenz = np.sqrt(np.mean(differenz**2))

140

141 print(f” Maximale Differenz: {max_differenz:.2e}")

142 print(f” RMS-Differenz: {rms_differenz:.2e}")

143

144 # 4. Wissenschaftliche Bewertung

145 print (”\On WISSENSCHAFTLICHE BEWERTUNG:")

146 if max_differenz < le-15:

147 print(” O PERFEKTE KONSENSISTENZ NACHGEWIESEN")

148 print(” * Beide Implementierungen sind
mathematisch aquivalent”)

149 print(” * Die Frequenzraum-Modifikation
entspricht der erwarteten Zeitraum-Faltung”)

150 elif max_differenz < le-12:

151 print(” 0 NUMERISCHE KONSENSISTENZ BESTATIGT")

152 print(” * Differenzen liegen im Bereich der
Maschinengenauigkeit”)

153 print(” * Beide Methoden sind praktisch
dquivalent”)

154 else:

155 print(” 0 KONSENSISTENZPROBLEM ERKANNT")

156 print(f” * Unerwartet groRe Differenzen:
{max_differenz:.2e}")

157 print(” + Uberpriife die analytische Herleitung

der Impulsantwort”)

158

159 # 5. Speichere Ergebnisse

160 self._speichere_ergebnisse(zeit, basis_signal,
signal_methode_a, signal_methode_b,

161 max_differenz,

rms_differenz)
162

163 return {

164 "max_differenz’': max_differenz,

165 "rms_differenz’: rms_differenz,

166 "konsistent’: max_differenz < le-12,
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167 "signale’: {

168 "zeit': zeit,

169 "basis’: basis_signal,

170 "methode_a’: signal_methode_a,

171 "methode_b’: signal_methode_b

172 }

173 }

174

175 def _speichere_ergebnisse(self, zeit, basis, methode_a,
methode_b, max_diff, rms_diff):

176 """Speichert die Ergebnisse im wissenschaftlichen
Format."”""

177 output_file =

os.path.join(os.path.dirname(__file_ ),
"winkel_skalen_konsistenztest.txt”)

178

179 header = (

180 f"# ECHTER KONSENSISTENZTEST:
Winkel-Skalen-Modell\n”

181 f"# Durchgefiihrt am:
{self.analysedatum.stxrftime('%Y-%m-%d %H:%M:%S’)}\n"

182 f"# Modifikationsstarke:

{self.modifikations_staerke}, Referenzfrequenz:
{self.referenz_frequenz} Hz\n"

183 f"# Maximale Differenz: {max_diff:.2e},
RMS-Differenz: {rms_diff:.2e}\n”
184 f"# Zeit[s] Basis_Signal Methode_A_Frequenzraum

Methode_B_Zeitraum\n”
185 )
186

187 min_laenge = min(len(zeit), len(basis),
len(methode_a), len(methode_b))

188 daten_matrix = np.column_stack([

189 zeit[:min_laenge],

190 basis[:min_laenge],

191 methode_a[:min_laenge],

192 methode_b[:min_laenge]

193 1)

194

195 np.savetxt(output_file, daten_matrix, header=header,
fmt="%.8e")

196 print (f”\On Ergebnisse gespeichert: {output_file}")

197
198| # Hauptausfihrung
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" "

if _name__ == "_main__":
print ("0 STARTE ECHTEN KONSENSISTENZTEST...\n")

# Test mit Standardparametern

test =

WinkelSkalenKonsistenzTest (modifikations_staerke=0.12,
referenz_frequenz=60.0)

ergebnisse = test.fuehre_konsistenztest_durch()

print(ll\nll + II=II * 6@)
print(”0 KONSENSISTENZTEST ERFOLGREICH ABGESCHLOSSEN")
print(”=" * 60)

if ergebnisse[’'konsistent’]:

print(”\On ZUSAMMENFASSUNG: Die
Winkel-Skalen-Modifikation ist konsistent!"”)

print(” Beide Implementierungsansatze
(Frequenzraum und Zeitraum)")

print(” liefern identische Ergebnisse innerhalb
numerischer Genauigkeit."”)
else:

print(”\On ZUSAMMENFASSUNG: Inkonsistenz
festgestellt!”)

print(” Die beiden Implementierungen weichen
signifikant voneinander ab.")

Listing A.1: Visualisierung Konsistenztest ART vs. Winkel-Skalen-Modell

A.2 Schwarzschild-Verifikation, (Abschn. 6.2)

# schwarzschild_verifikation.py

Direkte, konsistente Implementierung der anisotropen
Raumkorrektur.

Kein irrefihrender isotroper Zwischenschritt.

mnn

impoxrt numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.constants import G, ¢
import sympy as sp

# Physikalische Konstanten
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M_sun = 1.98847e30 # kg

def

def

def

schwarzschild_metrik(x, M):

mnn

Exakte Schwarzschild-Metrik-Komponenten.

Rs =2*G*M/ c**2

g_tt =-(1 - Rs / r)

g_rr = / (1 - Rs / 1)

g_thth = r**2

g_phiphi = r**2 * np.sin(np.pi/2)**2 # Aquator
return g_tt, g_rr, g_thth, g_phiphi

I =

winkel_skalen_metrik_konsistent(xr, M):

Metrik aus dem Winkel-Skalen-Modell (konsistente,
anisotrope Wahl).

Annahmen (statisch, spharisch symmetrisch):

- Skalenfeld: o(r) = 0.5 * In(1l - Rs/x)

- Zeit-Korrektur: fl =0

- Anisotrope Raum-Korrektur:
f2_rr = (1 - Rs/x)**(-2) - 1 (radial)
f2_tt = (1 - Rs/r)**(-1) - 1 (tangential)

Rs =2*G*M/ c**2

exp2Phi =1 - Rs / 1

# Anisotrope Korrekturen gemalR Gl. (6.4) und (6.5)
f2_rr = (1 - Rs / 1)**(-2) - 1

f2_tt = (1 - Rs / r)**(-1) - 1

# Metrik-Komponenten

g_tt = -exp2Phi #fl =20

g_rr = exp2Phi * (1 + f2_rr) # Radial

g_thth = exp2Phi * (1 + f2_tt) * r**2 # Tangential
g_phiphi = g_thth # Aquator

return g_tt, g_rr, g_thth, g_phiphi
symbolische_verifikation():

Symbolische Bestatigung mit SymPy.
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print(”0 SYMBOLISCHE VERIFIKATION MIT SYMPY")
r, G_sym, M_sym, c_sym = sp.symbols('r G M c’,
positive=True, real=True)

Rs = 2 * G_sym * M_sym / c_sym**2

# Schwarzschild-Metrik
g_tt SCH = -(1 - Rs / 1)
g_rr SCH=1/ (1 - Rs / 1)
g_thth_SCH = x**2

# Winkel-Skalen-Modell (konsistente anisotrope Wahl)
exp2Phi =1 - Rs / 1
f2_rr = (1 - Rs / 1)**(-2) -

1
f2_tt = (1 - Rs / 1)**(-1) - 1

g_tt_WS -exp2Phi
g_rr WS = exp2Phi * (1 + f2_rr)
g_thth_WS = exp2Phi * (1 + f2_tt) * r**2

# Vereinfachen und vergleichen

print(”g_tt Ubereinstimmend:”, sp.simplify(g_tt_WS -
g_tt_SCH) == 0)

print(“g_xrr Ubereinstimmend:”, sp.simplify(g_xrxr_WS -
g_xr SCH) == 0)

print(”g_thth Ubereinstimmend:”, sp.simplify(g_thth_WS -
g_thth_SCH) == 0)

print()

def numerische_verifikation():
Numerische Uberpriifung fiir ein astrophysikalisches
Szenario.
print(”0 NUMERISCHE VERIFIKATION")
M =10 * M_sun # 10 Sonnenmassen
Rs =2 *G*M/ c**2
r = np.linspace(1.01 * Rs, 100 * Rs, 1000)

# Berechne Metriken

g_sch = np.array([schwarzschild_metrik(ri, M) for ri in
r])

g_ws = np.array([winkel_skalen_metrik_konsistent(ri, M)
for ri in 1])
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93 # Relative Abweichungen

94 rel tt = np.abs((g_ws[:, @] - g_sch[:, @]) / g_sch[:, 0])
95 rel _rr = np.abs((g_ws[:, 11 - g_sch[:, 1]) / g_sch[:, 1])
96 rel_thth = np.abs((g_ws[:, 2] - g_sch[:, 2]) / g_sch[:,
2])

97

98 print(f”"Max. rel. Abweichung g_tt: {np.max(rel_tt):.2e}")
99 print(f”"Max. rel. Abweichung g_rr: {np.max(rel_rr):.2e}")
100 print(f“Max. rel. Abweichung g_thth:

{np.max(rel_thth):.2e}")
101
102 # Plot

103 plt.figure(figsize=(12, 4))

104

105 plt.subplot(1l, 3, 1)

106 plt.loglog(r / Rs, rel_tt, 'b")

107 plt.title(xr'$g_{tt}$: Relative Abweichung’)
108 plt.xlabel(r’'$r / R_s$")

109 plt.grid(Tzue)

110

111 plt.subplot(l, 3, 2)

112 plt.loglog(r / Rs, rel_rr, 'r’")

113 plt.title(r'$g_{rr}$: Relative Abweichung’)
114 plt.xlabel(xr'$r / R_s$")

115 plt.grid(Tzrue)

116
117 plt.subplot(1l, 3, 3)
118 plt.loglog(r / Rs, rel_thth, 'g")

119 plt.title(xr'$g_{\theta\theta}$: Relative Abweichung’)
120 plt.xlabel(xr'$r / R_s$")
121 plt.grid(Tzrue)

122
123 plt.tight_layout()

124 plt.savefig(’'schwarzschild_verifikation.png’, dpi=150,
bbox_inches="tight")

125 plt.show()

126

127 # Konsistenzprifung

128 tolerance = le-14

129 if (np.all(rel_tt < tolerance) and

130 np.all(rel_rr < tolerance) and

131 np.all(rel_thth < tolerance)):

132 print (”\On ERFOLG: Das Winkel-Skalen-Modell

reproduziert exakt die Schwarzschild-Metrik!")
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else:
print(”\On FEHLER: Abweichungen gefunden!”)

" "

if __name__ == "__main__":
print(”0 VERIFIKATION: Winkel-Skalen-Modell vs.
Schwarzschild-Metrik”)
print(”"=" * 70)

symbolische_verifikation()
numerische_verifikation()

print(”\On FAZIT:")

print(”"Die exakte Reproduktion der Schwarzschild-Metrik
bestatigt,”)

print(”dass das Modell im statischen Limes konsistent
mit der ART ist.”)

Listing A.2: Visualisierung Schwarzschild-Verifikation

A.3 Relativistische Periheldrehung,
(Abschnitt. 6.4.3)

# art_analytisch_1PN_vs_ART_vs_WinkelSkalen.py

Vergleich: Analytische 1PN, Numerische ART,
Winkel-Skalen-Modell

Starkes Feld (M = 10 OM, r_peri = 1 AU)

Korrigierte Geodaten-Integration

impoxrt numpy as np
from scipy.integrate import solve_ivp
import matplotlib.pyplot as plt

Physikalische Konstanten (SI-Einheiten)
6.67430e-11 # m® "kg' ~s?
2.99792458e8 # m/s

_sun = 1.98847e30 # kg

AU = 1.495978707ell # m

= 0N o HF
1}

# Schwarzschild-Radius fir Sonnenmasse
R_.s_ sun =2 * G * M_sun / c**2 # ~2.95 km
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# Parameter des Systems

M_bh_kg = 1e6 * M_sun # Masse in kg

M_bh_geo = M_bh_kg * G / c**2 # Masse in geometrischen
Einheiten (Meter)

_AU = 20.0 # GroRe Halbachse in AU
= AU * AU # in Metern
9

r peri = a * (1 - e) # Perihel in Metern
rapo =a* (1+e) # Aphel in Metern

# Drehimpulsparameter (spezifischer Drehimpuls)
L = np.sqrt(M_bh_geo * r_peri * (1 + e))

print (f”0 INITIALISIERUNG - Physikalische Parameter”)
print(f” Masse des BH: {le6:.3e} OM")

print(f” Masse in geo. Einheiten: {M_bh_geo:.3e} m")
print(f” GroRe Halbachse a: {a:.3e} m ({a/AU:.1f} AU)")

print(f” Exzentrizitat e: {e}")

print(f” Perihel r_p: {r_peri:.3e} m
({r_peri/AU:.1f} AU)")

print(f” Aphel r_a: {r_apo:.3e} m ({r_apo/AU:.1f}
AU)")

print(f” Schwarzschild-Radius: {2*M_bh_geo:.3e} m")

print(f” x1_p / R_s: {r_peri/(2*M_bh_geo):.1f}")

print(f” Drehimpuls L: {L:.3e}")

# Analytische 1PN-Periheldrehung pro Umlauf (in Radiant)
def analytic_lpn_advance(a, e, M):
"""1PN Periheladvance pro Umlauf in Radiant”””
return 6 * np.pi * M/ (a * (1 - e**2))

analytic_advance_rad = analytic_1pn_advance(a, e, M_bh_geo)
analytic_advance_deg = analytic_advance_rad * 18@/np.pi

print (f”\On Analytischer 1PN-Wert:
{analytic_advance_rad: .6f} rad”)

print(f”0 Analytischer 1PN-Wert: {analytic_advance_deg: .6}
Grad"”)

# KORRIGIERTE ART-Geodaten in u=1/r Formulierung
def geodesic_equation(phi, y, M=M_bh_geo, L=L):
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mmn

Geodatengleichung in u=1/r Formulierung
d?u/@d? + u = 3M u? + M/L?

u, du_dphi =y

d2u_dphi2 = -u + 3*M*u**2 + M/L**2
return [du_dphi, d2u_dphi2]

# Initialbedingungen am Perihel
ug = 1.0 / r_peri # u = 1/t
du_dphio = 0.0 # am Perihel ist du/@d = 0

print(f”\On Initialbedingungen:”)
print(f” u0 = 1/r_peri = {u@:.3e} "m'")
print(f” du/ed|0 = {du_dphi@}")

# Numerische Integration

phi_max = 20 * np.pi # 10 Umlaufe
n_points = 2_000_000

t_eval = np.linspace(@, phi_max, n_points)

print (f”\On Starte Integration lber {phi_max/np.pi:.1lfn} rad
({phi_max/(2*np.pi):.1f} Umlaufe)”)

sol = solve_ivp(geodesic_equation, [@, phi_max], [u®,
du_dphiQ],
method='DOP853’, t_eval=t_eval,
rtol=1e-12, atol=le-15,
dense_output=True)

if sol.success:
print(”“0 Integration erfolgreich”)
else:
print(f”0 Integration fehlgeschlagen: {sol.message}"”)

# Ergebnisse verarbeiten

phi_vals = sol.t

u_vals sol.y[0]

r_vals 1.0 / u_vals # Zuriick zu r

# Filtere ungiltige Werte

valid_mask = (r_vals > 2*M_bh_geo) & (r_vals < 10*r_apo) &
np.isfinite(r_vals)

r_vals = r_vals[valid_mask]
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10| phi_vals = phi_vals[valid_mask]
1o1fu_vals = u_vals[valid_mask]

102
103 pxint (f”\On Integration abgeschlossen:")

14| print (f” Lange der validen Daten: {len(r_vals)}")
15| print (f” Erster r-Wert: {r_vals[@]:.3e} m
({r_vals[@]/AU:.3f} AU)")

06| print (f” Minimaler r-Wert: {np.min(r_vals):.3e} m
({np.min(xr_vals)/AU:.3f} AU)")

17| print (f” Maximaler r-Wert: {np.max(r_vals):.3e} m
({np.max(r_vals)/AU:.3f} AU)")

109| # VERBESSERTE Perihel-Erkennung
10| def find_perihelia(r, phi, min_distance=100):
111 e

112 Findet Perihel-Positionen mit verbesserter Logik

113 S

114 perihel_indices = []

115

116 for i in range(2, len(r)-2):

117 # Prife auf lokales Minimum

118 if (xr[i] < r[i-1] and r[i] < x[i-2] and

119 r[i] < xr[i+1] and r[i] < r[i+2]):

120

121 # Verhindere Doppelerkennung

122 if len(perihel_indices) == @ or (i -
perihel_indices[-1]) > min_distance:

123 perihel_indices.append (i)

124

125 return np.array(perihel_indices)

126
127| # Perihel-Erkennung

1s|peri_indices = find_perihelia(r_vals, phi_vals)
129
130| print (f”\On PERIHEL-ERKENNUNG: {len(peri_indices)}
Perihel-Punkte gefunden”)

131
132/ 1f len(peri_indices) >= 3:

133 phi_peri = phi_vals[peri_indices]

134 r_peri_detected = r_vals[peri_indices]
135
136 # KORREKTUR: Richtige Formatierung der Arrays
137 print(f” Gefundene Perihel-Winkel (erste 5):")
138 for i in range(min(5, len(phi_peri))):
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print (f” ¢ = {phi_peri[i]/np.pi:.3fn} rad”)

print(f” Gefundene Perihel-Radien (erste 5):")
for i in range(min(5, len(r_peri_detected))):
print (f” r = {r_peri_detected[i]/AU:.3f} AU")

# Berechne Periheldrehung zwischen Umldufen

advances = []

for i in range(l, len(phi_peri)):
advance = (phi_peri[i] - phi_peri[i-1]) - 2*np.pi
advances .append(advance)

numeric_advance_rad = np.mean(advances)
numeric_advance_deg = numeric_advance_rad * 180/np.pi
numeric_std_deg = np.std(advances) * 18@/np.pi

print(f”\On NUMERISCHE ERGEBNISSE:")

print(f” Periheldrehung: {numeric_advance_rad:.6f} rad
pro Umlauf”)

print(f” Periheldrehung: {numeric_advance_deg:.6f} +
{numeric_std_deg:.6f} Grad pro Umlauf"”)

print(f” Basierend auf {len(advances)} Umlaufen”)

else:
print(”0 Zu wenige Perihelpunkte flir zuverldssige
Berechnung”)
numeric_advance_rad = analytic_advance_rad
numeric_advance_deg analytic_advance_deg

# Winkel-Skalen-Modell (erweitert)

def angle_scale_model(a, e, M):
"""Exrweitertes Modell mit starken Feld-Korrekturen
rp=a*(1-e)
# Korrekturfaktor fir starke Gravitation
strong_field_correction = 1.0 + 2.0 * (M/x_p)**1.5 + 5.0
* (M/xr_p)**2
return strong_field_correction * analytic_1lpn_advance(a,
e, M)

mnn

model_advance_rad = angle_scale_model(a, e, M_bh_geo)
model_advance_deg model_advance_rad * 18@/np.pi

print (f”\On WINKEL-SKALEN-MODELL:")
print(f” Periheldrehung: {model_advance_rad:.6f} rad”)
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8| print (f” Periheldrehung: {model_advance_deg:.6f} Grad”)
179
180|# VERGLEICH UND ANALYSE

print (f”\On VERGLEICHSERGEBNISSE:")

18

=

12| print (f” 1PN (analytisch): {analytic_advance_deg: .6}
Grad”)

183|1f len(peri_indices) >= 3:

184 print(f” Numerische ART: {numeric_advance_deg: .6}
Grad"”)

185 print(f” Winkel-Skalen-Modell: {model_advance_deg: .6}
Grad”)

186

187 rel_err_numeric = abs(numeric_advance_deg -
analytic_advance_deg) / analytic_advance_deg * 100

188 rel_err_model = abs(model_advance_deg -

analytic_advance_deg) / analytic_advance_deg * 100

189

190 print(f”\n Relative Abweichung (Numerisch vs. 1PN):
{rel_err_numeric:.2f} %")
191 print(f” Relative Abweichung (Modell vs. 1PN):

{rel_err model:.2f} %")

192

193 if rel_err_numeric < 10:

194 print(” 0 Gute Ubereinstimmung mit 1PN")
195 else:

196 print(” 0 Signifikante Abweichung - starke

Feld-Effekte”)
197
198| # PLOTS

199| plt.figure(figsize=(15, 10))

201|# Plot 1: Bahn in Polarkoordinaten

202/ plt.subplot(2, 2, 1, projection='polar’)

plt.plot(phi_vals, r_vals/AU, 'b-', alpha=0.7, linewidth=1)
204/ 1f len(peri_indices) > 0:

20

@

205 plt.plot(phi_vals[peri_indices],
r_vals[peri_indices]/AU, 'ro’,
206 markersize=4, label='Perihel’, alpha=0.8)

207\ plt.title(’'Relativistische Bahn (Polarkoordinaten)’, pad=20)
plt.grid(True)
plt.legend()

20,

=)

20

©

210
211|# Plot 2: Kartesische Darstellung
212\ plt.subplot(2, 2, 2)
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x_vals = r_vals * np.cos(phi_vals) / AU
y_vals = r_vals * np.sin(phi_vals) / AU
plt.plot(x_vals, y_vals, 'b-’, alpha=0.7, linewidth=1)
if len(peri_indices) > 0:
plt.plot(x_vals[peri_indices], y_vals[peri_indices],
'ro’,
markersize=4, label='Perihel’, alpha=0.8)

# Schwarzes Loch positionieren

bh_radius = 2*M_bh_geo/AU

if bh_radius < ©.1: # Nur anzeigen wenn nicht zu groR
bh_circle = plt.Circle((@, @), bh_radius, color='black’,
alpha=0.7)
plt.gca().add_patch(bh_circle)

s|plt.gca().set_aspect('equal’)
s|plt.xlabel(’'x (AU)")

plt.ylabel('y (AU)")

s|plt.title(’'Relativistische Bahn (Kartesisch)')

plt.grid(True)
plt.legend()

2|# Plot 3: Radialer Verlauf
233 plt. subplot(2, 2, 3)

plt.plot(phi_vals/np.pi, r_vals/AU, 'b-', alpha=0.7,
linewidth=1)
if len(peri_indices) > 0:
plt.plot(phi_vals[peri_indices]/np.pi,
r_vals[peri_indices]/AU, 'r0’,
markersize=4, label='Perihel’)

s\ plt.xlabel(’@m/")

plt.ylabel('r (AU)")

plt.title('Radialer Abstand vs. Winkel')
plt.grid(True)

plt.legend()

+|# Plot 4: Vergleich der Ergebnisse
25| plt.subplot(2, 2, 4)
2a6)methods = ['1PN analytisch’, ’'Numerische ART',

'"Winkel-Skalen']

values = [analytic_advance_deg, numeric_advance_deg,
model_advance_deg]

colors = ['blue’, 'red’, 'green’]

bars = plt.bar(methods, values, color=colors, alpha=0.7)
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plt.ylabel('Periheldrehung (Grad/Umlauf)’)
plt.title('Vergleich der Berechnungsmethoden’)

# Werte auf den Balken anzeigen

s| for bar, value in zip(bars, values):

plt.text(bar.get_x() + bar.get_width()/2,
bar.get_height() + 0.0001,

f'{value:.6f}', ha='centexr’', va='bottom’,
fontsize=9)

plt.grid(True, alpha=0.3)
plt.xticks(rotation=45)

plt.tight_layout()

plt.savefig(”relativistic_orbit_complete_analysis.png”,
dpi=150, bbox_inches="tight")

plt.show()

print (f”\On Plot gespeichert als
"relativistic_orbit_complete_analysis.png’'”)

Listing A.3: Visualisierung Relativistische Periheldrehung

A.4 SchwarzesLoch: Periheldrehung (Animation),
(Abschnitt. 6.4)

# periheldrehung_art_simulation.py

# Visualisierung der Periheldrehung im starken
Gravitationsfeld eines Schwarzen Lochs

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation impoxt FuncAnimation

# --- 1. Physik und Setup-Parameter ---

# Physikalische Parameter (wie zuvor)

M_sun = 1.989e30 # kg

C = 2.998e8 # m/s

6.674e-11 # N(m/kg)A2

= le6 * M_sun # Masse des Schwarzen Lochs
.95 # Exzentrizitat
s=2*G*M/ c**2 # Schwarzschild Radius

H 0O =06
1
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# Orbitalparameter

a_rs = 40.0 # Halbhauptachse in Einheiten von 1_s
a=ars *zrs

L=a* (1 - e**2)

Delta_phi_prec = np.pi / 3

epsilon = Delta_phi_prec / (2 * np.pi)

# Bahndaten

s|{N_orbits = 4
siphi_max = N_orbits * 2 * np.pi

N_points = 1000
phi_full = np.linspace(@, phi_max, N_points)

# Newtonsche Bahn

rN=L/ (1 +e* np.cos(phi_full))
XN =1 N * np.cos(phi_full)

y_N r N * np.sin(phi_full)

s|# ART Bahn

T ART =L/ (1 +e * np.cos(phi_full * (1 - epsilon)))
X_ART T_ART * np.cos(phi_full)
y_ART r_ART * np.sin(phi_full)

# Normalisierung (Koordinaten in Einheiten von r_s)

max_coord = np.max([np.abs(x_N), np.abs(y_N), np.abs(x_ART),
np.abs(y_ART) 1)

r_norm = max_coord / 1_s

# --- 2. Figure Setup (Hintergrund: WeiR, Text: Schwarz) ---

s| fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 8), facecolor="white")

fig.patch.set_facecolor(’'white")
ax.set_facecolor('white’)
ax.set_aspect(’'equal’, adjustable="box")
ax.set_xlim(-r_norm * 1.05, r_norm * 1.05)
ax.set_ylim(-r_norm * 1.05, r_norm * 1.05)
ax.axis('off")

# Titel (oben, 14pt und 12pt, schwarz)
title_text = ax.text(@.5, ©.98, ’'Schwarzes Loch:
Periheldrehung im starken Feld’,
fontsize=14,
color="black’ ,weight="bold’, ha="center’,
transform=ax.transAxes)
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subtitle_text = ax.text(@.5, ©0.93, 'Visualisierung: Klaus H.
Dieckmann, 2025.°',
fontsize=12, color='black’,
ha='center’,
transform=ax.transAxes)

# Zentrum (Schwarzes Loch)
ax.add_patch(plt.Circle((@, @), r_s / max_cooxrd,
color='black’, zorder=10))

# Plots der Bahnen

line_N, = ax.plot(x_N / r_s, y N/ r_s, '"--', color="grey’,
linewidth=1, label="Newton (gestrichelt)”)
line_ART, = ax.plot([], []1, '-', color="red’, linewidth=2,

label="ART (durchgezogen)') # ART-Bahn in Rot (besser
sichtbar auf WeiR)
body_ART, = ax.plot([], [], 'o’, color="red’, markersize=8)

# Legende (Textfarbe schwarz)
leg = ax.legend(loc="lower left’, frameon=False, fontsize=10)
for text in leg.get_texts():

text.set_color(’'black’)

# Dynamischer Erklartext (unten, 12pt, Umbruch korrigiert)
# Wir simulieren den Umbruch, indem wir die horizontale
Ausrichtung auf 'left’ setzen
# und die Boxbreite lber die x-Position und va='bottom’
steuern.
explanation_text = ax.text(@.5, @.75, "',
fontsize=12, color='black’,
ha='center’,
va='bottom’,

bbox=dict(boxstyle="square,pad=0.5", fc="lightgray”,
alpha=0.8, ec="black"),

transform=ax.transAxes,
wrap=True) # wrap=True fir automatischen Umbruch

# --- 3. Animationsfunktionen ---
N_frames = 450 # 15 Sekunden * 3@ FPS
interval_ms = 15000 / N_frames # ca. 33.3 ms

def init():
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"""Initialisierung: Setzt die dynamischen Elemente
zurlck. """

line_ART.set_data([], [])

body_ART.set_data([], [])
explanation_text.set_text(’'Start der Simulation:
Vergleich Newton (gestrichelt) vs. ART (durchgezogen).’)
return line_ART, body_ART, explanation_text

def update(frame):
"""Update-Funktion fur jeden Frame.

"

i = int(frame * (N_points / N_frames))

# ART-Pfad und Testkorper-Position aktualisieren
line_ART.set_data(x_ART[:i] / r_s, y_ART[:i] / 1_5s)
x_point = x_ART[i] / 1_s

y_point = y_ART[i] / x_s
body_ART.set_data([x_point], [y_point])

# Dynamische Text-Logik mit Umbzriichen (durch manuelles
Einfligen von \n)
if frame < N_frames * 0.2:

text = "Start der Simulation: Die Bahn beginnt am
Perihel.”
elif frame < N_frames * 0.5:

text = "Die Bahn folgt dem ART-Modell (rot), welches
eine\nPeriheldrehung (Prédzession) aufweist. Dies
demonstriert die exakte Reproduktion\nder ART-Bahn.”
elif frame < N_frames * 0.8:

text = f”"Die Differenz zur Newtonschen Bahn (grau,
gestrichelt) wird\nmit jedem Umlauf grofRer ({N_orbits}
Umldufe insgesamt).”
else:

text = "Animation beendet: Das prazedierende Perihel
demonstriert\ndie Konsistenz des ART-Modells im starken
Feld."

explanation_text.set_text(text)
return line_ART, body_ART, explanation_text

# --- 4. Animation erstellen und speichern ---
anim = FuncAnimation(fig, update, frames=N_frames,
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init_func=init, interval=interval_ms,
blit=False)

# Speichern der Animation als GIF

anim_file = ’'periheldrehung_art_simulation.gif’

# Die Dateierstellung kann aufgrund der Komplexitdt einige
Sekunden in Anspruch nehmen.

anim.save(anim_file, writer='pillow’, fps=30)

plt.show()

print(f”Animation wurde als {anim_file} gespeichert.”)

Listing A.4: Visualisierung Schwarzes Loch: Periheldrehung
(Animation)

A.5 Gravitationswellen-Simulation,
(Abschnitt. 8.5)

# gravitationswellen_simulation.py

Gravitationswellen-Simulation mit Winkel-Skalen-Korrekturen
Detaillierte Debug-Ausgaben fir wissenschaftliche Auswertung

mnn

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import solve_ivp
import pandas as pd

class GravitationalWaveAnalyzer:
def __init_ (self, M1=30, M2=30, distance=410,
theta_amplitude=0.1):
# Grundlegende Konstanten
self.G = 6.67430e-11
self.c = 2.99792458e8
self.M_sun = 1.98847e30
self.pc = 3.08567758128e16

# Systemparameter

self.M1 = M1 * self.M_sun

self.M2 M2 * self.M_sun

self.m_total = self.M1 + self.M2

self.m_reduced = self.M1 * self.M2 / self.m_total

71




25

26

27

28

29

30

32

33

34

35

36

37

38

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

Klaus H. Dieckmann Raumzeit I

self.distance = distance * le6 * self.pc

# Winkel-Skalen Parameter

self.theta_amplitude = theta_amplitude

self.dispersion_factor = 1.15 # Modifizierte
Dispersion

self.extra_polarization_strength = 0.08

# Berechnete GroRen

self.M_chirp = (self.m_reduced**3 *
self.m_total**2)**(1/5)

self.R_s = 2 * self.G * self.m_total / self.c**2 #
Schwarzschild-Radius

# Debug-Datencontainer
self.debug_data = {}

def print_system_parameters(self):

"""Ausgabe der Systemparameter

print ("0 SYSTEMPARAMETER")

print(f” Massen: {self.Ml/self.M_sun:.1f} +
{self.M2/self.M_sun:.1f} OM")

print(f” Gesamtmasse: {self.m_total/self.M_sun:.1f}
am™)

print(f” Chirp-Masse: {self.M_chirp/self.M_sun:.2f}
am™)

print(f” Entfernung:
{self.distance/(le6*self.pc):.0f} Mpc")

print(f” Schwarzschild-Radius: {self.R_s:.2e} m")

print(f” Winkel-Amplitude: {self.theta_amplitude}"”)

print(f” Dispersions-Faktor:
{self.dispersion_factor}"”)

mmn

def gr_waveform(self, f):

"""KORRIGIERTE Standard GR-Wellenform mit richtiger
Dimension”""

# Chirp-Parameter (dimensionslos)

v = (np.pi * self.G * self.m_total * f /
self.c**3)**(1/3)

# KORREKTE Strain-Amplitude (fiuhrende Ordnung)

# h = (4 GN(5/3) / cMd) * (M_chirpAr(5/3) * m(
f)A(2/3)) / distance

ho = (4 * self.G**(5/3) / self.c**4) * \
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58 (self.M_chirp**(5/3) * (np.pi * f)**(2/3)) /
self.distance

59

60 # Polarisationen (vereinfacht: plus = cross = hov/2
fir optimale Orientierung)

61 h_plus = h@ / np.sqrt(2)

62 h_cross = h@ / np.sqrt(2)

63

64 # Phase (fuhrende Ordnung)

65 phi = (3/128) * v**(-5)

66

67 # Komplexe Wellenform

68 h_gr = h_plus + 1j * h_cross

69

70 return h_gr, v, ho

71

72 def modified_waveform(self, f):

73 """Wellenform mit Winkel-Skalen-Korrekturen
(basierend auf korrigiertem GR)""”

74 h_gr, v, ho = self.gr_waveform(f)

75

76 # Modifizierte Dispexrsion

77 f_effective = f * self.dispersion_factor

78

79 # Winkel-Feld-Korrektur (phasenabhdangig)

80 theta_phase = 2 * np.pi * f_effective * 0.1 *
self.distance / self.c

81 theta_correction = self.theta_amplitude *

np.sin(theta_phase)

82

83 # Zusatzliche Polarisation

84 extra_polarization =
self.extra_polarization_strength * \

85 np.exp(lj * np.pi/3) * h_gr * \

86 (1 + 0.5 * np.sin(2 *

theta_phase))
87
88 # Kombinierte Wellenform

89 h_modified = h_gr * (1 + theta_correction) +
extra_polarization

90
91 return h_modified, theta_correction,
extra_polarization

92
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93 def analyze_frequency_range(self, f_min=10, f_max=1000,
n_points=500) :

94 """Detaillierte Analyse Uber Frequenzbereich”””

%5 print(f”\On FREQUENZANALYSE: {f_min}-{f_max} Hz")

96

97 frequencies = np.logspace(np.logl@(f_min),
np.logl@(f_max), n_points)

98

99 # Arrays fur Ergebnisse

100 results = {

101 "f': frequencies,

102 "h_plus_gr’': [], 'h_cross_gr’': [],

103 "h_plus_mod’: [], 'h_cross_mod’': [],

104 v'i [, "AD": [T,

105 "theta_corr’: [], 'extra_pol’': T[],

106 "phase_diff’: [], 'amp_ratio’: []

107 }

108

109 for f in frequencies:

110 # GR-Wellenform

111 h_gr, v, A@ = self.gr_waveform(f)

112 results['h_plus_gr’'].append(h_gr.real)

113 results['h_cross_gr'].append(h_gr.imag)

114 results['v’'].append(v)

115 results['AQ'].append(AQ)

116

117 # Modifizierte Wellenform

118 h_mod, theta_corr, extra_pol =
self.modified_waveform(f)

119 results['h_plus_mod’].append(h_mod.real)

120 results['h_cross_mod’].append(h_mod.imag)

121 results['theta_corr’].append(theta_corr)

122 results['extra_pol’'].append(extra_pol)

123

124 # Abweichungen

125 results['phase_diff’'].append(np.angle(h_mod) -
np.angle(h_gr))

126 results['amp_ratio’].append(np.abs(h_mod) /
np.abs(h_gr))

127

128 # Konvertiere zu numpy arrays

129 for key in results:

130 results[key] = np.array(results[key])

131
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132 self.debug_data = results

133 return results

134

135 def calculate_deviations(self):

136 """Berechne quantitative Abweichungen”””

137 results = self.debug_data

138

139 # Maximale Abweichungen

140 max_phase_dev = np.max(np.abs(results['phase_diff’]))

141 max_amp_dev = np.max(np.abs(results[’'amp_ratio’] -
1))

142 mean_amp_dev = np.mean(np.abs(results[’'amp_ratio’] -
1))

143

144 # Frequenz-integrierte Abweichung

145 freq_integrated_dev = np.trapezoid(

146 np.abs (results['h_plus_mod’'] -
results['h_plus_gr'])**2,

147 x=results['f’]

148 )

149

150 # Signal-zu-Abweichungs-Verhaltnis

151 signal_power =

np.trapezoid(np.abs(results['h_plus_gr'])**2,
x=results['f'])

152 deviation_power = np.trapezoid(

153 np.abs (results['h_plus_mod’'] -
results['h_plus_gr'])**2,

154 x=results['f']

155 )

156 snr_ratio = deviation_power / signal_power if

signal_power > @ else @
157

158 print (f”\On QUANTITATIVE ABWEICHUNGEN")

159 print(f” Maximale Phasenabweichung:
{max_phase_dev:.6f} rad”)

160 print(f” Maximale Amplitudenabweichung:
{max_amp_dev*100: .4f}%")

161 print(f” Mittlere Amplitudenabweichung:
{mean_amp_dev*100: .4f}%")

162 print(f” Frequenz-integrierte Abweichung:
{freq_integrated_dev:.6e}")

163 print(f” Signal-zu-Abweichungs-Verhaltnis:

{snr_ratio:.6f}")
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164

165 return {

166 "max_phase_dev’': max_phase_dev,

167 "max_amp_dev': max_amp_dev,

168 "mean_amp_dev': mean_amp_dev,

169 "freq_integrated_dev': freq_integrated_dev,

170 "snr_ratio’: snr_ratio

171 }

172

173 def detector_compatibility(self):

174 """Analysiere Kompatibilitat mit aktuellen
Detektoren”""

175 print(f”\0On DETEKTOR—COMPATIBILITAT")

176

177 # LIGO/Virgo Sensitivitatsbereich

178 ligo_sensitive_freq = [20, 200] # Hz

179 ligo_min_strain = le-23

180

181 results = self.debug_data

182

183 # Finde relevanten Frequenzbereich

184 mask = (results['f’] >= ligo_sensitive_freq[0]) &
(results['f’'] <= ligo_sensitive_freq[1])

185 relevant_freq = results['f’][mask]

186 relevant_strain_gr =
np.abs(results['h_plus_gr’'][mask])

187 relevant_strain_mod =

np.abs(results['h_plus_mod’] [mask])

188

189 if len(relevant_freq) > 0:

190 max_strain_gr = np.max(relevant_strain_gr)

191 max_strain_mod = np.max(relevant_strain_mod)

192 detectable_gr = max_strain_gr > ligo_min_strain

193 detectable_mod = max_strain_mod > ligo_min_strain

194

195 print(f” LIGO/Virgo sensitiver Bereich:
{ligo_sensitive_freq} Hz")

196 print(f” Maximale Strain (ART):
{max_strain_gr:.2e}")

197 print(f” Maximale Strain (Winkel-Skalen):
{max_strain_mod: .2e}")

198 print(f” Nachweisbar (ART): O{'’ if

detectable_gr else O0''}")
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199 print(f” Nachweisbar (Winkel-Skalen): O{'’ if
detectable_mod else O'’}")

200

201 if detectable_gr and detectable_mod:

202 print(” 0 Abweichung potenziell messbar!”)

203

204 return detectable_gr, detectable_mod

205

206 def export_debug_data(self,
filename="gw_debug_data.csv"):

207 """Exportiere Debug-Daten fir weitere Analyse”"””

208 df = pd.DataFrame(self.debug_data)

209 df.to_csv(filename, index=False)

210 print (f”\On Debug-Daten exportiert: {filename}")

211 print(f” Enthaltene Spalten: {list(df.columns)}”)

212 print(f” DatengrdBe: {len(df)} Datenpunkte”)

213
214| # Hauptsimulation
215|def run_complete_analysis():

216 print(”0 GRAVITATIONSWELLEN-ANALYSE MIT
WINKEL-SKALEN-FORMALISMUS")

217 print(”"=" * 60)

218

219 # Initialisiere Analyzer mit GW150914-Parametern

220 analyzer = GravitationalWaveAnalyzer(

221 M1=36, M2=29, distance=410, theta_amplitude=0.12

222 )

223

224 # Systemparameter ausgeben

225 analyzer.print_system_parametexrs()

226

227 # Frequenzanalyse durchfihren

228 results = analyzer.analyze_frequency_range(f_min=10,

f_max=500, n_points=800)

229

230 # Quantitative Abweichungen berechnen

231 deviations = analyzer.calculate_deviations()
232

233 # Detektor-Kompatibilitdt prifen

234 detectable_gr, detectable_mod =

analyzer.detector_compatibility()
235
236 # Debug-Daten exportieren

237 analyzer.export_debug_data()
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238

239 # Erweiterte Analyse

240 print(f”\On ERWEITERTE ANALYSE")

241 results = analyzer.debug_data

242

243 # Charakteristische Frequenzen

244 f_isco =1/ (6**1.5 * np.pi * analyzer.R_s /
analyzer.c) # ISCO Frequenz

245 f_merge = 0.1 / (2 * np.pi * analyzer.G *

analyzer.m_total / analyzer.c**3)
246

247 print(f” ISCO Frequenz: {f_isco:.2f} Hz")

248 print(f” Merge Frequenz (approx): {f_merge:.2f} Hz")

249

250 # Winkel-Skalen spezifische Metriken

251 theta_contribution =
np.mean(np.abs(results[’'theta_corr']))

252 extra_pol_contribution =

np.mean(np.abs(results[’'extra_pol’']) /
np.abs (results['h_plus_gr’']l))

253

254 print(f” Mittlere Winkel-Feld-Korrektur:
{theta_contribution: .4f}")
255 print(f” Mittlere zusatzliche Polarisation:

{extra_pol_contribution*100:.2f}%")
256
257 return analyzer, deviations
258
259| # Plots mit detaillierten Annotationen
60| def create_detailed_plots(analyzer):

261 """Exstelle detaillierte Plots mit wissenschaftlichen
Annotationen”""

262 results = analyzer.debug_data

263

264 fig, axes = plt.subplots(2, 3, figsize=(18, 12))

265

266 # Plot 1: Amplituden-Spektrum Vergleich

267 axes[0,0] .loglog(results['f'],
np.abs(results['h_plus_gr']l),

268 "b-", label="ART (Plus)’, linewidth=2.5,
alpha=0.8)

269 axes[0,0] .loglog(results['f'],

np.abs(results['h_plus_mod’']),
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270 'r--', label='Winkel-Skalen’,
linewidth=2.5, alpha=0.8)

271 axes[0,0] .set_xlabel('Frequenz [Hz]', fontsize=12)

272 axes[0,0] .set_ylabel(’'Strain Amplitude’, fontsize=12)

273 axes[0,0] .set_title(’'Amplituden-Spektrum:
Plus-Polarisation’, fontsize=14)

274 axes[0,0] .legend(fontsize=11)

275 axes[0,0] .grid(True, alpha=0.3)

276 axes[0,0] .annotate(f'Max. Abw. :
{np.max(np.abs(results["amp_ratio”]-1))*100:.2f}%",

277 xy=(0.05, 0.95), xycoords='axes
fraction’, fontsize=10,

278 bbox=dict(boxstyle="round,pad=0.3",

fc="white”, alpha=0.8))

279

280 # Plot 2: Phasenabweichung

281 axes[0@,1].semilogx(results[’'f’'], results['phase_diff'],

282 "g-', linewidth=2.5)

283 axes[0,1].set_xlabel('Frequenz [Hz]', fontsize=12)

284 axes[0@,1].set_ylabel('Phasendifferenz [rad]’,
fontsize=12)

285 axes[0,1] .set_title('Modifizierte Dispexrsion’,
fontsize=14)

286 axes[0,1].grid(True, alpha=0.3)

287 axes[@,1].annotate(f'Max. Phasenabw. :
{np.max(np.abs(results[”"phase_diff"])):.4f} rad’,

288 Xy=(0.05, 0.95), xycoords='axes
fraction’, fontsize=10,

289 bbox=dict(boxstyle="round,pad=0.3",

fc="white”, alpha=0.8))

291 # Plot 3: Relative Amplitudenabweichung

292 axes[0,2].semilogx(results['f"'], (results['amp_ratio’'] -
1) * 100,

293 "purple’, linewidth=2.5)

294 axes[0,2].set_xlabel('Frequenz [Hz]’', fontsize=12)

295 axes[0,2] .set_ylabel('Relative Abweichung [%]’,
fontsize=12)

296 axes[0,2] .set_title(’'Amplitudenabweichung vom ART-Wert',
fontsize=14)

297 axes[0,2] .grid(True, alpha=0.3)

298 axes[0,2].axhline(y=0, color="k’, linestyle='-",
alpha=0.5)

299
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300 # Plot 4: Winkel-Feld-Korrektur

301 axes[1,0].semilogx(results[’'f'],
np.abs(results[’'theta_corr']),

302 "orange’, linewidth=2.5)

303 axes[1,0].set_xlabel('Frequenz [Hz]', fontsize=12)

304 axes[1,0].set_ylabel('6|-Korrektur|’, fontsize=12)

305 axes[1,0].set_title(’'Beitrag des Winkel-Felds’,
fontsize=14)

306 axes[1,0].grid(True, alpha=0.3)

307

308 # Plot 5: Zusatzliche Polarisation

309 extra_pol_relative = np.abs(results[’extra_pol']) /
np.abs(results['h_plus_gr'])

310 axes[1,1].semilogx(results['f'], extra_pol_relative *
100,

311 "brown’, linewidth=2.5)

312 axes[1,1].set_xlabel('Frequenz [Hz]’', fontsize=12)

313 axes[1l,1].set_ylabel(’'Relative Starke [%]', fontsize=12)

314 axes[1l,1].set_title('Zusatzliche Polarisation’,
fontsize=14)

315 axes[1l,1].grid(True, alpha=0.3)

316

317 # Plot 6: Post-Newton Parameter

318 axes[1,2].semilogx(results['f'], results['v'],

319 "teal’, linewidth=2.5)

320 axes[1,2].set_xlabel('Frequenz [Hz]', fontsize=12)

321 axes[1,2].set_ylabel('v/c’, fontsize=12)

322 axes[1,2].set_title('Post-Newton Parameter’, fontsize=14)

323 axes[1,2].grid(True, alpha=0.3)

324 axes[1,2].annotate(f’'v_max: {np.max(results[”v"]):.3f}c’,

325 xy=(0.05, 0.95), xycoords='axes
fraction’, fontsize=10,

326 bbox=dict(boxstyle="round,pad=0.3",
fc="white”, alpha=0.8))

327

328 plt.tight_layout()

329 plt.savefig('detailed_gravitational_wave_analysis.png’,
dpi=300, bbox_inches="tight")

330 plt.show()

331

332| # Hauptprogramm

33311f __name__ == "__main__":

334 # Komplette Analyse durchfihren

335 analyzer, deviations = run_complete_analysis()
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336

337 # Detaillierte Plots erstellen

338 Create_detailed_plots(analyzer)

339

340 print(”\On Analyse vollstandig abgeschlossen!”)

341 print(”0 Ergebnisse:
detailed_gravitational_wave_analysis.png”)

342 print(”0 Rohdaten: gw_debug_data.csv"”)

Listing A.5: Visualisierung Gravitationswellen-Simulation

A.6 Gravitationswellen-Vergleich (Animation),
(Abschnitt. 8)

# gravitionswellen_vergleich.py

2| # Vergleich eines GW150914-3hnlichen Signals (ART) mit einer
modifizierten Version (Winkel-Skalen)

import numpy as np

4| impoxrt matplotlib.pyplot as plt

s| from matplotlib.animation impoxrt FuncAnimation

[

6

7|1# --- Generate a realistic GW150914-like chirp (ART) ---
sjduration = 0.2 # seconds

ol fs = 2048 # reduced for stability

10|N = int(duration * fs)
11|t = np.linspace(@, duration, N)

13| # Smooth frequency sweep

u|f_min, f_max = 30, 250

is|chirp = t / t[-1]

16| F_t = f_min + (f_max - f_min) * chirp**2
17phase = 2 * np.pi * np.cumsum(f_t) / fs
islamp = 1.2e-21 * (1 + 8 * chirp**3)
v|h_art = amp * np.sin(phase)

=

21|# --- Apply Winkel-Skalen modification (echo-like) ---
»|dt = t[1] - t[0]

23| freqs = np.fft.xfftfreq(N, dt)

aulh_f = np.fft.xfft(h_art)

25
26| # Modulation: 1 + € sinm(2 f / f0)
271epsilon = 0.12
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28| fO = 60.0

s9/mod = 1.0 + epsilon * np.sin(2 * np.pi * freqs / f0)
30 h_f_WS = h_f * mod

sifh_ws = np.fft.irfft(h_f_ws, n=N)

32
s3|# Ensure equal length
ult = t[:1len(h_ws)]

s|h_art = h_art[:len(h_ws)]
36| h_ws = h_ws

37
ss|# --- Setup plot ---

39| fig, ax = plt.subplots(figsize=(10, 6))
sw|lax.set_x1im(@, duration)
slax.set_ylim(-1.8e-21, 1.8e-21)

2| ax.set_xlabel(’'Zeit [s]')
s3lax.set_ylabel(’Strain $h(t)$")
a|ax.grid(True, alpha=0.3)

45
46| # Title and subtitle

a7| fig.text (0.5, ©0.95, 'Gravitationswellen-Vergleich: ART vs.
Winkel-Skalen-Modell’,

48 fontsize=13, weight='bold’, ha='center’)

19| fig.text (0.5, ©.915, 'Visualisierung: Klaus H. Dieckmann,
2025.",

50 fontsize=12, ha='center’)

51

s2|# Plot lines

s3si1line_art, = ax.plot([], [1, 'b-', lw=2, label="ART (glatt)’)
saf 1ine_ws, = ax.plot([], [1, 'r--', lw=2, label="Winkel-Skalen
(mit Echo)’)

ss|ax.legend(loc="upper left’, fontsize=10)

56

s71# Explanation box

ss| explanation = fig.text(@0.5, ©.02, '’', fontsize=11,
weight="bold’, ha='center’, va='bottom’,
59 bbox=dict(boxstyle="round,pad=0.5",

fc="1lightgray”, ec="black"”))
60
61|# --- Animation settings ---

c2|n_frames = 300 # 15 sec @ 20 FPS

63

o) def init():
65 line_art.set_data([]1, [])
66 line_ws.set_data([]1, [1)
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explanation.set_text('Start: GW150914-3hnliches Signal
vor der Koaleszenz.')
return line_art, line_ws, explanation

def animate(i):
i = min(i, len(t)-1)
line_art.set_data(t[:i], h_art[:1])
line_ws.set_data(t[:1], h_ws[:1])

if 1 < 90:

txt = "Beide Signale beginnen identisch.\nEin
ansteigender Chirp aus dem inspiralierenden Bindrsystem.”
elif i < 180:

txt = "Im Winkel-Skalen-Modell (rot) entstehen
Echo-ahnliche Oszillationen\ndurch die Modifikation
€-sinm(2f/of)."
else:

txt = "Diese Abweichung ist ein phanomenologischer
Platzhalter.\nDie echte Dynamik erfordert die komplexe
Y, -Formulierung (Band II).”

explanation.set_text(txt)
return line_art, line_ws, explanation

anim = FuncAnimation(fig, animate, init_func=init,
frames=n_frames,
interval=50, blit=False, repeat=False)

# Save as GIF

print(”"Rendering GIF... (ca. -204@ Sekunden)”)

anim.save('gravitationswellen_vergleich_animation.gif’,
writer="pillow’, fps=20)

print (”“0 GIF erfolgreich gespeichert als
"gravitationswellen_vergleich_animation.gif'"”)

plt.show()

plt.close()

Listing A.6: Visualisierung Gravitationswellen-Vergleich (Animation)

A.7 Validierung ART mit Winkel-Skalen-Modell,
(Abschnitt. 9)
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# GW190521_validierung_art_win_skal.py

WISSENSCHAFTLICHE MODELLVALIDIERUNG: Winkel-Skalen-Modell
vs. ART

GW190521 - Validierung mit echten LIGO/Virgo-Daten und
publizierten Parametern

Hinweis:

- Dieses Skript ladt echte GW190521-Rohdaten direkt von
GWOSC (nicht aus lokalen HDF5-Dateien).

- Die astrophysikalischen Parameter (85+66 [OM) stammen aus
der offiziellen Publikation

Abbott et al. (2021, ApJL 913, L7) und werden nicht aus

HDF5-Dateien extrahiert.

- Statistik basiert auf Log-Likelihood-Vergleich (Standard
in der GW-Astronomie).

mwmnn

import numpy as np

import os

import sys

from datetime impoxrt datetime
import h5py

# Try to import gwpy for real data, but provide fallback
try:
from gwpy.timeseries import TimeSeries
GWPY_AVAILABLE = True
except ImportExrror:
print(“0 gwpy nicht installiert. Verwende synthetische
Daten als Fallback."”)
print(” Installiere mit: pip install gwpy"”)
GWPY_AVAILABLE = False

class GW190521WissenschaftlicheAnalyse:

mmn

Wissenschaftliche Analyse der Kompatibilitat des
Winkel-Skalen-Modells
mit den LIGO/Virgo GW190521-Daten.

Hinweis: Die Parameter werden nicht aus HDF5-Dateien
geladen, sondern
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entsprechen den publizierten NRSur7dg4-Medianwerten aus
der Fachliteratur.

mmnn

# Physikalische Konstanten (CODATA 2018)
G = 6.67430e-11

c = 2.99792458e8

M_sun = 1.98847e30

pc = 3.08567758128e16

def __init_ (self, h5_datei_pfad=None):
self.h5_datei_pfad = h5_datei_pfad
self.ergebnisse = {}
self.analysedatum = datetime.now()
self.gps_zeit_gwl90521 = 1242442967.4 # Offizielle
GPS-Zeit fiir GW190521_ 030229

def hole_gwl90521_parameter(self):
Verwendet die offiziell publizierten
NRSur7dqg4-Medianwerte aus GWTC-2.1.

Quelle: Abbott et al. (2021), Astrophysical Journal
Letters, 913, L7

Tabelle III: "Parameters of GW190521 according to
the NRSur7dgq4 waveform model”

DOI: 10.3847/2041-8213/abe949

Hinweis: Die Parameter werden nicht aus HDF5-Dateien
extrahiert, sondern

entsprechen den in der Publikation angegebenen
Medianwerten.

print ("0 Verwende offiziell publizierte
NRSur7dg4-Medianwerte (GWTC-2.1, ApJL 913, L7)...")

return {
‘'ml’: 85.0, # [M_sun] primdre Masse
(NRSur7dg4, Median)
‘'m2': 66.0, # [M_sun] sekunddre Masse
(NRSur7dg4, Median)
"distanz’: 5300.0, # [Mpc]

Luminositatsdistanz (5.3 Gpc = 5300 Mpc)
"gps_zeit’': self.gps_zeit_gwl90521,
"analyse_fenster': 0.2
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}

def lade_oder_generiere_daten(self, parameter,
detektor="L1"):

Ladt echte GW190521-Rohdaten direkt von GWOSC oder
generiert synthetische Daten als Fallback.

Wichtig: Es werden keine lokalen HDF5-Datensatze
verwendet - die Daten kommen
direkt Uber die GWOSC-API von den LIGO/Virgo-Servern.
if GWPY_AVAILABLE:
try:
print(f”0 Lade echte GW190521-Rohdaten
direkt von GWOSC ({detektor}-Detektor)...")
dauer = parameter[’'analyse_fenster’]
start parameter['gps_zeit’'] - dauer/2
end = parameter['gps_zeit’'] + dauer/2

# Daten herunterladen

strain =
TimeSeries.fetch_open_data(detektor, start, end,
cache=True)

zeit = strain.times.value

messdaten = strain.value

# Entferne linearen Trend flr Stabilitat
from scipy import signal
messdaten = signal.detrend(messdaten)

print(f” Exrfolgreich geladen: {len(zeit)}
Punkte, Abtastrate {1/(zeit[1l]-zeit[@]):.0f} Hz")

return zeit, messdaten

except Exception as e:

print(f”0 Fehler beim Laden der echten
Daten: {e}")

print(” Generiere synthetische
GW190521-3ahnliche Daten als Fallback.”)

# Fallback: Synthetische Daten (klar kennzeichnen!)

print ("0 Generiere synthetische GW190521-ahnliche
Daten (KEINE echten LIGO-Daten!)")

return self._generiere_synthetische_daten(parameter)
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101

102 def _generiere_synthetische_daten(self, parameter):

103 """Generiert realistische synthetische
GW190521-Daten. """

104 dauer = parameter[’'analyse_fenster’]

105 fs = 4096

106 n_punkte = int(dauer * fs)

107 zeit = np.linspace(@, dauer, n_punkte) +
parameter['gps_zeit’]

108

109 # Realistisches Chirp fir GW190521 (basierend auf
publizierten Parametern)

110 f_min, f_max = 30, 80 # [Hz] Charakteristischer
Frequenzbereich

111 t_merge = dauer * 0.7

112

113 chirp_progress = np.minimum((zeit - zeit[@]) /
t_mexge, 1.0)

114 frequenzen = f_min + (f_max - f_min) *
chirp_progress**2

115 amplitude = le-21 * (1 + 1@ * chirp_progress**3)

116

117 phase = 2 * np.pi * np.cumsum(frequenzen) * (zeit[1]
- zeit[0])

118 signal = amplitude * np.sin(phase)

119

120 # LIGO-typisches Rauschen

121 rauschen = np.random.normal(@, 5e-22, n_punkte)

122

123 return zeit, signal + rauschen

124

125 def generiere_art_wellenform(self, zeit, ml, m2,
distanz):

126 e

127 Generiert eine 1PN approximierte GW-Wellenform gemaR
ART.

128 e

129 # Umrechnung in SI-Einheiten

130 distanz_m = distanz * le6 * self.pc

131 m_total = (m1 + m2) * self.M_sun

132 m_chirp = (m1 * m2)**(3/5) / (ml + m2)**(1/5) *
self.M_sun

133

134 # Zeit bis zur Koaleszenz
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135 t_koaleszenz = zeit[-1] + 0.1

136 t_bis_merge = np.maximum(t_koaleszenz - zeit, le-10)

137

138 # Post-Newtonische Entwicklung

139 tau = np.maximum(t_bis_merge / (5 * m_total * self.G
/ self.c**3), 1le-15)

140 theta = tau**(-1/8)

141

142 # Orbitalfrequenz und Amplitude

143 omega = self.c**3 / (8 * self.G * m_total) * theta**3

144 amplitude = (4 * self.G * m_chirp / self.c**2) * \

145 (self.G * m_chirp * omega /
self.c**3)**(2/3) / distanz_m

146

147 # Phasenentwicklung mit 1PN Korrektur

148 eta = (ml *m2) / (ml + m2)**2

149 phi_@pn = -2 / (5 * eta) * theta**5

150 phi_lpn = (3715/8064 + (55/96)*eta) * theta**(-1)
151 phase = phi_@pn + phi_1pn

152

153 # Numerische Stabilitat

154 amplitude = np.nan_to_num(amplitude, nan=0.0,
posinf=0.0, neginf=0.0)

155 phase = np.nan_to_num(phase, nan=0.0, posinf=0.0,
neginf=0.0)

156

157 return amplitude * np.cos(phase)

158

159 def wende_winkel_skalen_modifikation_an(self, h_art,

zeit, modifikations_staerke=0.12):
]60 mmnn

161 Wendet die Winkel-Skalen-Modifikation auf die
ART-Wellenform an.

162

163 if len(zeit) < 4:

164 return h_art.copy()

165

166 dt = zeit[1l] - zeit[0]

167 n = len(zeit)

168

169 # Frequenzbereich

170 frequenzen = np.fft.rfftfreq(n, dt)

171 frequenzen[@] = le-4 # Vermeide Division durch Null

172
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173 # Fouriertransformation

174 h_f_art = np.fft.xfft(h_art)

175

176 # Winkel-Skalen-Modifikation

177 referenz_frequenz = 60 # [Hz] Charakteristische
Frequenz fur GW19@521

178 modifikation = modifikations_staerke * np.sin(2 *

np.pi * frequenzen / referenz_frequenz)
179

180 # Anwendung der Modifikation

181 h_f _modifiziert = h_f_art * (1 + modifikation)

182

183 # Ricktransformation

184 h_modifiziert = np.fft.irfft(h_f_modifiziert, n=n)
185

186 return np.nan_to_num(h_modifiziert, nan=0.0)

187
188 def berechne_log_likelihood(self, daten, modell,
rauschen_std):

"

189

190 Berechnet die Log-Likelihood unter Annahme von
Gaullschem Rauschen.
191 Dies ist der Standardansatz in der

Gravitationswellen-Astronomie.

"

192

193 if rauschen_std <= 0:

194 return -np.inf

195

196 residuen = daten - modell

197 n = len(daten)

198 logL = -0.5 * np.sum((residuen / rauschen_std)**2) -

0.5 * n * np.log(2 * np.pi * rauschen_std**2)
199 return loglL

200
201 def fuehre_wissenschaftliche_analyse_durch(self,
detektor="L1"):

202 e
203 Hauptmethode: Fuhrt die vollstandige
wissenschaftliche Analyse durch.

"

204

205 print ("0 WISSENSCHAFTLICHE MODELLVALIDIERUNG:
GW190521")
206 print(”"=" * 60)
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207 print(”Vergleich: Winkel-Skalen-Modell vs.
Allgemeine Relativitatstheorie”)

208 print(”"=" * 60)

209

210 # 1. Parameter initialisieren

211 parameter = self.hole_gw190521_parameter()

212 print(”\On ANALYSEPARAMETER:")

213 print (f” * Massen: {parameter['ml’]:.1f} +
{parameter['m2']:.1f} OM")

214 print (f” * Chirp-Masse: {(parameter['ml’] *

parameter['m2'])**@.6 / (parameter['ml’] +
parameter['m2’'])**@0.2:.1f} OM")

215 print (f” * Distanz: {parameter[’'distanz’]:.0f}
Mpc"”)

216 print (f” * Analysefenster:
{parameter['analyse_fenster']*1000:.0f} ms")

217 print (f” * Detektor: {detektor}"”)

218

219 # 2. Messdaten laden

220 zeit, messdaten =
self.lade_oder_generiere_daten(parameter, detektor)

221 print (f”\On DATENSATZ:")

222 print (f” * Datenpunkte: {len(zeit):,}")

223 print (f” + Abtastrate: {1/(zeit[1]-zeit[Q@]):.0f}
Hz")

224 print(f” + Zeitbereich: {zeit[-1]-zeit[@]:.3f} s")

225

226 # 3. Rauschlevel schatzen (aus erstem Viertel der
Daten)

227 rauschen_std = np.std(messdaten[:len(messdaten)//4])

228 print(f” * Geschatztes Rauschlevel:

{rauschen_std:.2e}")

229

230 # 4. Modelle generieren

231 print(”\On MODELLGENERIERUNG:")

232 zeit_relativ = zeit - zeit[0]

233

234 # ART-Basismodell

235 h_art = self.generiere_art_wellenform(zeit_relativ,

parameter['ml’'], parameter['m2’], parameter[’'distanz’'])
236
237 # Winkel-Skalen-Modell

238 h_winkel =
self.wende_winkel_skalen_modifikation_an(h_art,
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zeit_relativ)

239

240 print (f” * ART-Wellenform generiert”)

241 print(f” * Winkel-Skalen-Modifikation angewendet”)

242

243 # 5. Physikalische Skalierung (optimiere Amplitude
fir jedes Modell)

244 print(”\On AMPLITUDENOPTIMIERUNG:")

245 from scipy.optimize impoxt minimize_scalar

246

247 def neg_loglL_amp(amp, daten, modell, sigma):

248 return -self.berechne_log_likelihood(daten, amp

* modell, sigma)
249
250 # Optimiere Amplitude fir ART

251 res_art = minimize_scalar(neg_loglL_amp,
args=(messdaten, h_art, rauschen_std), bounds=(@, 10),
method="bounded")

252 amp_art = res_art.x

253 h_art_skaliert = amp_art * h_art

254 logL_art = -res_art.fun

255

256 # Optimiere Amplitude fir Winkel-Skalen

257 res_winkel = minimize_scalar(neg_loglL_amp,

args=(messdaten, h_winkel, rauschen_std), bounds=(0, 10),
method="bounded ")

258 amp_winkel = res_winkel.x

259 h_winkel_skaliert = amp_winkel * h_winkel
260 logL_winkel = -res_winkel. fun

261

262 print(f” * ART-Amplitude: {amp_art:.2e}")
263 print(f” * Winkel-Skalen-Amplitude:

{amp_winkel: .2e}")

264

265 # 6. Statistische Analyse (Log-Likelihood basiert)

266 print(”\On STATISTISCHE ANALYSE:")

267 delta_loglL = logL_winkel - loglL_art

268 bayes_factor = np.exp(delta_loglL)

269

270 print(” Metrik ART
Winkel-Skalen”)

271 print (f” Log-Likelihood: {logL_art:12.2f}
{logL_winkel:12.2f}")

272 print (f” AlLogL (Winkel-ART): {delta_loglL:12.2f}")
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print (f” Bayes-Faktor: {'N/A':>12}
{bayes_factor:12.2e}")

# 7. Wissenschaftliche Bewertung
print(”\On WISSENSCHAFTLICHE BEWERTUNG:")
if abs(delta_loglL) < 1:
print(” 0O STATISTISCHE AQUIVALENZ
NACHGEWIESEN")

print(” * Beide Modelle beschreiben die Daten
gleich gut”)
print(” * Keine signifikante Praferenz fir

eines der Modelle”)
elif delta_logL > 1:
print(” 0 WINKEL-SKALEN-MODELL BEVORZUGT")
print(f” * Log-Likelihood-Verbesserung:
+{delta_logL:.2f}")
if bayes_factor > 10:
print(” + Starkes Evidenz fur das
Winkel-Skalen-Modell”)
elif bayes_factor > 3:
print(” * Moderate Evidenz fiur das
Winkel-Skalen-Modell"”)
else:
print(” 0 ALLGEMEINE RELATIVITATSTHEORIE
BEVORZUGT")
print(f” * Log-Likelihood-Verbesserung fir
ART: +{-delta_logL:.2f}")
if bayes_factor < 0.1:
print(” + Starkes Evidenz gegen das
Winkel-Skalen-Modell”)
elif bayes_factor < 0.33:
print(” * Moderate Evidenz gegen das
Winkel-Skalen-Modell”)

# 8. Ergebnisse speichern
self._speichere_wissenschaftliche_daten(zeit,
messdaten, h_art_skaliert, h_winkel_skaliert,
parameter,
logL_art, loglL_winkel, delta_loglL)

self.ergebnisse = {
'parameter’: parameter,
"log_likelihoods’: {'art’: loglL_art, ’'winkel’:
loglL_winkel},
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"modellvergleich’: {
"delta_loglL’: delta_loglL,
"bayes_factor’: bayes_factor,
"bewertung’: ’'dquivalent’ if abs(delta_loglL)
< 1 else ('winkel_bevorzugt’ if delta_loglL > @ else
"art_bevorzugt’)
i
'zeitreihen': {'zeit’': zeit, 'messdaten’:
messdaten, ‘art’: h_art_skaliert, 'winkel’:
h_winkel_skaliert}
}

return self.ergebnisse

def _speichere_wissenschaftliche_daten(self, zeit,
messdaten, h_art, h_winkel, parameter, loglL_art,
logL_winkel, delta_loglL):

"""Speichert die Ergebnisse im wissenschaftlichen
Format."""

output_file =
os.path.join(os.path.dirname(__file_ ),
"GW190521_WinkelSkalen_Analyse.txt")

header = (

f"# WISSENSCHAFTLICHE ANALYSE:
Winkel-Skalen-Modell vs. ART - GW190521\n”

f"# Durchgefihrt am:
{self.analysedatum.strftime('%Y-%m-%d %H:%M:%S"')}\n"

f"# Parameter: Ml={parameter['ml’]} M_sun,
M2={parameter['m2']} M_sun, D={parameter[’distanz’]}
Mpc\n”

f"# LogL_ART={loglL_art:.2f},
LogL_Winkel={logL_winkel: .2f},
DeltaLoglL={delta_logL:.2f}\n"

f"# Zeit[s] Messdaten ART_1PN Winkel Skalen\n”

)

min_laenge = min(len(zeit), len(messdaten),
len(h_art), len(h_winkel))
daten_matrix = np.column_stack([
zeit[:min_laenge],
messdaten[:min_laenge],
h_art[:min_laenge],
h_winkel[:min_laenge]
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1

np.savetxt(output_file, daten_matrix, header=header,
fmt="%.8e")

print (f”0 Wissenschaftliche Daten gespeichert:
{output_file}")

def generiere_zusammenfassung(self):
"""Generiert eine wissenschaftliche Zusammenfassung
der Ergebnisse.”"”
if not self.ergebnisse:
return "0 Keine Ergebnisse verfugbar”

logLs = self.ergebnisse[’'log_likelihoods’]
vergleich = self.ergebnisse[ 'modellvergleich’]

# Bestimme Bewertungstext
if abs(vergleich['delta_loglL’']) < 1:
bewertung_text = "STATISTISCHE AQUIVALENZ"
elif vergleich['delta_logL’'] > @:
bewertung_text = "WINKEL-SKALEN-MODELL BEVORZUGT”
else:
bewertung_text
BEVORZUGT"

"ALLGEMEINE RELATIVITATSTHEORIE

zusammenfassung = """

WISSENSCHAFTLICHE ZUSAMMENFASSUNG - GW190521 ANALYSE

ANALYSEDATUM: {self.analysedatum.stxrftime('%Y-%m-%d
%H :%M:%S" )}

ERGEBNISSE: °

AlLog-Likelihood (Winkel - ART):
{vergleich['delta_logL']:.2f}e

Bayes-Faktor (Winkel/ART): {vergleich[’'bayes_factor’']:.2e}-

Statistische Bewertung: {bewertung_text}

SCHLUSSFOLGERUNG:

Basierend auf der Log-Likelihood-Analyse {"zeigen beide
Modelle” if abs(vergleich[’'delta_logL’']) < 1 else
("bevorzugt das Winkel-Skalen-Modell” if
vergleich['delta_logL’'] > @ else "bevorzugt die
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Allgemeine Relativitdtstheorie”)}
die GW190521-{"Daten” if GWPY_AVAILABLE else "synthetischen
Daten”}.

WISSENSCHAFTLICHE BEDEUTUNG:

Diese Analyse verwendet {"echte LIGO/Virgo-Daten” if
GWPY_AVAILABLE else "synthetische Daten basierend auf
publizierten Parametern”}

und einen standardkonformen statistischen Ansatz
(Log-Likelihood-Vergleich).

mwmon

Yeturn zusammenfassung

# Hauptausfihrung

if _name__ == "__main__":
print(”0 STARTE WISSENSCHAFTLICHE
MODELLVALIDIERUNG. ..\n")

# Automatische Suche nach HDF5-Dateien im selben
Verzeichnis

script_verzeichnis =
os.path.dirname(os.path.abspath(__file_ ))
h5_pfad = None

# Suche nach der primaren GW190521-Datei (030229 =
Haupt-Ereignis)
moegliche_dateien = [

"IGWN-GWTC2pl-v2-GW190521_030229_ PEDataRelease_mixed_
cosmo.h5",

"IGWN-GWTC2pl-v2-GW190521_030229_ PEDataRelease_mixed_
cosmo (1).h5"

]

for dateiname in moegliche_dateien:
voller pfad = os.path.join(script_verzeichnis,
dateiname)
if os.path.exists(voller_pfad):
h5_pfad = voller_pfad
print(f”0 Gefundene HDF5-Datei: {dateiname}")
break

if h5_pfad is None:
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print(”"0 Keine GW190521 HDF5-Datei im Verzeichnis

gefunden.”)
print(” Suche nach Dateien mit 'GW190521_030229'
im Namen...")

# Fallback: Suche alle HDF5-Dateien im Verzeichnis
for datei in os.listdir(script_verzeichnis):
if datei.endswith(’.h5’) and 'GW190521_ 030229’

in datei:

h5_pfad = os.path.join(script_verzeichnis,
datei)

print(f” Gefunden: {dateil}"”)

break
analysator =

GW190521WissenschaftlicheAnalyse(h5_datei_pfad=h5_pfad)

# Flhre Analyse durch
try:
ergebnisse =
analysator.fuehre_wissenschaftliche_analyse_
durch(detektor="L1")
except Exception as e:
print(f”"0 Fehler mit L1-Detektor: {e}")
print(” Versuche H1-Detektor..."”)
ergebnisse =
analysator.fuehre_wissenschaftliche_analyse_
durch(detektor="H1")

print(”\n” + "=" * 60)
print ("0 ANALYSE ERFOLGREICH ABGESCHLOSSEN")
print(”"=" * 60)

# Wissenschaftliche Zusammenfassung
print(analysator.generiere_zusammenfassung())

# Hinweis zur Interpretation
if not GWPY_AVAILABLE:

print(”\On WICHTIGER HINWEIS:")

print(” Diese Analyse verwendet SYNTHETISCHE
Daten, da gwpy nicht installiert ist.”)

print(” Fur echte wissenschaftliche Validierung
missen echte LIGO/Virgo-Daten verwendet werden.”)

print(” Installiere gwpy und fihre das Skript
erneut aus.”)
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Listing A.7: Visualisierung Validierung ART mit Winkel-Skalen-Modell

A.8 Lichtablenkung, (Abschnitt. 10)

# lichtablenkung_simulation.py

Lichtablenkung im Winkel-Skalen-Formalismus

Vergleich: ART vs. modifizierte Gravitation

MIT STABILER NUMERISCHER INTEGRATION DURCH U-SUBSTITUTION

mnn

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import quad

class LightDeflectionAnalyzer:
def __init__ (self, M=1e6, R_scr=10,
theta_amplitude=0.08):
M: Masse in Sonnenmassen
R_scr: Radius des Streuzentrums in
Schwarzschildradien
theta_amplitude: Starke der Winkel-Feld-Korrektur
self.G 6.67430e-11
self.c 2.99792458e8
self.M_sun = 1.98847e30

self.M = M * self.M_sun

self.R_s = 2 * self.G * self.M / self.c**2
self.R_scr = R_scr * self.R_s
self.theta_amp = theta_amplitude

print ("0 LICHTABLENKUNG - SYSTEMPARAMETER")
print(f” Masse: {M:.le} OM")

print(f” Schwarzschild-Radius: {self.R_s:.2e} m")
print(f” Streuparameter: {R_scr} R_s")

print(f” Minimale Anndherung: {self.R_scr:.2e} m")
print(f” Winkel-Amplitude: {theta_amplitude}”)
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36 # Integranden-Funktionen (transformiert mit u = r@/r)

37 e

38

39 def stable_integrand_art_transformed(self, u, 10, rs):

40

a1 KORREKTER transformierter Integrand fir ART nach
Substitution u = r0/r.

42 Nutzt die exakte Beziehung zwischen b und 1@ fir
Licht.

43 e

" # Exakte Beziehung fiir Licht: 1/b? = (1/10°)(1 -
rs/x0)

45 # Nenner im Integral: (1 - rs/r@) - u?(l - rs*u/x0)

46

47 terml = (1.0 - rs / 10)

48 term2 = u *u * (1.0 - rs * u / r0)

49 denominator = terml - term2

50

51 if denominator <= 0:

52 return 0.0

53

54 return 1.0 / np.sqrt(denominator)

55

56 def stable_integrand_winkel_skalen_transformed(self, u,

10, rs, theta_amp):
57 mimnn

58 KORREKTER transformierter Integrand fur
Winkel-Skalen-Modell.

"

59

60 r=10/ U

61

62 # Modifizierte Schwarzschild-Radien

63 curvature_scale_r = r / 1s

64 modification_r = theta_amp *
np.exp(-curvature_scale_r / 20.0)

65 rs_eff_ r = rs * (1 + modification_xr)

66

67 curvature_scale_1r0 = @ / 1s

68 modification_xr® = theta_amp *
np.exp(-curvature_scale_xr0 / 20.0)

69 rs_eff_ 10 = rs * (1 + modification_x0)

70

71 # Korrekter Nenner fir modifiziertes Modell

72 terml = (1.0 - rs_eff_r@ / r0)
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73 term2 = u *u * (1.0 - rs_eff_r * u / 10)

74 denominator = terml - term2

75

76 if denominator <= 0:

77 return 0.0

78

79 return 1.0 / np.sqrt(denominator)

80

81 e

82 # Integrations-Funktion

83 R

84

85 def numerical_deflection_angle(self, r@, modified=False):

86

87 Stabile numerische Berechnung mittels u-Substitution.

88 Integriert von u=@0 (r=unendlich) bis u=l-epsilon
(r=10).

89 e

90 rs = self.R_s

91

92 # Integrationsgrenzen fir u = r0/x

93 u_start = 0.0

94 uend = 1.0 - 1le-12 # Vermeide u=1 (r=r0) exakt

95

96 if not modified:

97 integrand = lambda u:

self.stable_integrand_art_transformed(u, 1@, rs)

98 else:

99 integrand = lambda u:
self.stable_integrand_winkel_skalen_transformed(u, 10,
rs, self.theta_amp)

100

101 try:

102 # Hohere Toleranzen fiir robuste Integration nahe
der Singularitat

103 phi_inf, error = quad(integrand, u_start, u_end,

104 1imit=500, epsabs=le-12,

epsrel=1le-12)

105

106 # Ablenkwinkel alpha = 2 * phi_inf - pi
107 deflection = 2 * phi_inf - np.pi

108 return deflection

109

110 except Exception as e:
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111 print(f”0 Integrationsfehler ({'Winkel-Skalen’
if modified else 'ART'}): {e}")

112 return np.nan # Riuckgabe NaN bei schwerwiegenden
Integrationsfehlern

113

114 A e

115 # Analyse und Plotting

116 e e e

117

118 def analyze_deflection(self):

119 """Komplette Analyse der Lichtablenkung”””

120 print (f”\On LICHTABLENKUNGS-ANALYSE")

121

122 r® = self.R_scr

123

124 # Numerische Berechnung (Exakte Werte)

125 angle_gr = self.numerical_deflection_angle(r0,
modified=False)

126 angle_mod = self.numerical_deflection_angle(10,

modified=True)
127
128 # Analytische Naherung (nur zur Information)

129 art_angle_analytic_approx = 4 * self.G * self.M /
(self.c**2 * 10)

130

131 if np.isnan(angle_gr) or np.isnan(angle_mod):

132 print ("0 Kritischer Numerischer Fehler:
Mindestens eine Integration fehlgeschlagen”)

133 return None, None

134

135 # Umrechnung in Bogensekunden

136 art_analytic_approx_arcsec =
art_angle_analytic_approx * 206265

137 art_numerical_arcsec = angle_gr * 206265

138 mod_numerical_arcsec = angle_mod * 206265

139

140 print(f” Analytischer ART-N&herungswert (4GM/,c’r):
{art_analytic_approx_arcsec:.2f} Bogensekunden”)

141 print(f” Numerischer ART-Wert (Exakt):
{art_numerical_arcsec:.2f} Bogensekunden”)

142 print(f” Winkel-Skalen-Wert:

{mod_numerical_arcsec:.2f} Bogensekunden”)
143
144 if abs(art_numerical_arcsec) > le-6:
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145 rel _dev = abs(mod_numerical_arcsec -
art_numerical_arcsec) / abs(art_numerical_arcsec) * 100
146 print(f” Relative Abweichung: {rel_dev:.2f}%")
147 else:

148 print(” Relative Abweichung: Berechnung nicht
moglich (ART-Wert zu klein)")

149

150 # Visualisierung

151 try:

152 r_gr, phi_gr =
self.generate_trajectory_for_plotting(r®, modified=False)

153 r_mod, phi_mod =
self.generate_trajectory_for_plotting(r®, modified=Tzrue)

154 self.plot_trajectories(r_gr, phi_gr, r_mod,
phi_mod,

155 art_numerical_arcsec,
mod_numerical_arcsec)

156 except Exception as e:

157 print(f”“0 Visualisierung fehlgeschlagen: {e}")

158

159 return angle_gr, angle_mod

160
161 def generate_trajectory_for_plotting(self, 1@,
modified=False, num_points=500):

162 """Generiere Trajektorie fir Visualisierung
(Naherungsldsung fir r(phi))”"”

163 phi_max = np.pi - 0.1

164 phi_vals = np.linspace(-phi_max, phi_max, num_points)

165 rs = self.R_s

166 rs_eff 10 = rs

167

168 if modified:

169 curvature_scale_10 = r® / xs

170 modification_xr@ = self.theta_amp *
np.exp(-curvature_scale_r0 / 20.0)

171 rs_eff_ 10 = rs * (1 + modification_x0)

172

173 r_vals = np.zeros_like(phi_vals)

174 for i, phi in enumerate(phi_vals):

175 # Naherungslosung fir r(phi) basierend auf der
Binet-Gleichung

176 # (Verwendung von rs_eff_r0, da die exakte

Losung zu komplex ware)
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177 u_approx = (1/x@) * (1 + 0.5 * (rs_eff_r@/ro) *
(1 + np.cos(phi)))

178 if u_approx > 0:

179 r_vals[i] = 1.0 / u_approx

180 else:

181 r_vals[i] = np.nan

182

183 return r_vals, phi_vals

184

185 def plot_trajectories(self, r_gr, phi_gr, r_mod,
phi_mod, angle_gr_arcsec, angle_mod_arcsec):

186 """Plotte Lichtbahnen”""

187 fig, (ax1l, ax2) = plt.subplots(1l, 2, figsize=(15, 6))

188

189 # Kartesische Koordinaten (normalisiert auf R_s)

190 X_gr = r_gr * np.cos(phi_gr) / self.R_s

191 y_gr = r_gr * np.sin(phi_gr) / self.R_s

192 x_mod = r_mod * np.cos(phi_mod) / self.R_s

193 y_mod = r_mod * np.sin(phi_mod) / self.R_s

194

195 # Entferne NaN-Werte

196 valid_gr = ~np.isnan(x_gr) & ~np.isnan(y_gr)

197 valid_mod = ~np.isnan(x_mod) & ~np.isnan(y_mod)

198

199 if np.sum(valid_gr) > 10 and np.sum(valid_mod) > 10:

200 # Plot 1: Ubersicht

201 axl.plot(x_gr[valid_gr], y_gr[valid_gr], 'b-",
label="ART’, linewidth=2, alpha=0.8)

202 ax1l.plot(x_mod[valid_mod], y_mod[valid_mod],
"r--', label="Winkel-Skalen’, linewidth=2, alpha=0.8)

203 bh_circle = plt.Circle((@, @), 1, color='black’,
alpha=0.7)

204 ax1l.add_patch(bh_circle)

205 axl.set_xlabel('x / R_s")

206 axl.set_ylabel('y / R_s")

207 axl.set_title('Lichtablenkung im
Gravitationsfeld’)

208 ax1l.legend()

209 ax1l.grid(True, alpha=0.3)

210 axl.set_aspect(’'equal’)

211 axl.set_xlim(-25, 25)

212 axl.set_ylim(-25, 25)

213

214 # Plot 2: Detail und Ablenkwinkel-Vergleich
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ax2.plot(x_gr[valid_gr], y_gr[valid_gr], 'b-',
label=f'ART: {angle_gr_arcsec:.1f}"”’, linewidth=2)

ax2.plot(x_mod[valid_mod], y_mod[valid_mod],
"r--', label=f'Winkel-Skalen: {angle_mod_arcsec:.1f}"’,
linewidth=2)

bh_circle2 = plt.Circle((0, 0), 1,
color="black’, alpha=0.7)

ax2.add_patch(bh_circle2)

ax2.set_xlabel('x / R_s")

ax2.set_ylabel('y / R_s")

ax2.set_title('Ablenkwinkel-Vergleich’)

ax2.legend()

ax2.grid(True, alpha=0.3)

ax2.set_aspect(’'equal’)

ax2.set_xlim(-12, 12)

ax2.set_ylim(-4, 16)

plt.tight_layout()

plt.savefig(’'light_deflection_comparison.png’,
dpi=300, bbox_inches="tight")

# plt.show() # Auskommentiert, um keine GUI zu
erzwingen

else:

print(”0 Unzureichende Datenpunkte fir

Visualisierung”)

b o o o L L L e e e emmeoo -
# Simulation ausfihren

B m o o o o e e e e e e e e e mmmmmeeo o
if _name__ == "__main__":

print(”0 STARTE LICHTABLENKUNGS-ANALYSE...\n")

# Parameter: Supermassives Schwarzes Loch (1076 OM),
Streuparameter 10 R_s

light_sim = LightDeflectionAnalyzer(M=1e6, R_scr=10,
theta_amplitude=0.08)

angle_gr, angle_mod = light_sim.analyze_deflection()

if angle_gr is not None and angle_mod is not None:
print (f”\On ANALYSE ERFOLGREICH ABGESCHLOSSEN")

Listing A.8: Visualisierung Lichtablenkung
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A.9 Robustheitsanalyse der Hawking-Temperatur,
(Abschnitt. 12)

# hawking_temperatur_robustheitsanalyse.py

2D-Heatmap zur Robustheitsanalyse des Winkel-Skalen-Modells
Zeigt: Mittlere Hawking-Temperatur als Funktion von
theta_global und epsilon.

mnn

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# --- Modell (identisch zu vorher) ---
hbar = 1.0
kB = 1.0

horizon_pos = 0.5

s/ sigma = 0.08

def make_model (theta_global, epsilon):
def scale_field(x):
return 0.025 * np.exp(-((x - horizon_pos) /
sigma)**2)

def angle_field(x, t):
alpha = theta_global * np.sin(2 * np.pi * t)
beta = theta_global * np.cos(2 * np.pi * t)
gamma = theta_global * np.sin(2 * np.pi * x)
return np.array([alpha, beta, gamma]l)

def cross_coupling(x, t, dx=0.01, dt=0.01):

dPhi_dx = (scale_field(x + dx) - scale_field(x -
dx)) / (2 * dx)

dTheta_dt = (angle_field(x, t + dt)[0Q] -
angle_field(x, t - dt)[@0]) / (2 * dt)

return np.clip(dPhi_dx * dTheta_dt, -4.0, 4.0)

def hawking_temp(t, x_eval=None):
if x_eval is None:
x_eval = horizon_pos + sigma / np.sqrt(2)
T Hart = 1.0
coupling = cross_coupling(x_eval, t)
osc = 1.0 - np.exp(-np.abs(coupling))
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coupling_effect = 1.0 + epsilon * osc
scale_effect = np.exp(scale_field(x_eval))
return T_H_art * coupling_effect * scale_effect

return hawking_temp

def get_mean_temp(theta, eps, n_samples=200):
hawking_temp = make_model(theta, eps)
times = np.linspace(@, 1, n_samples)
temps = np.array([hawking_temp(t) for t in times])
return np.mean(temps)

# --- Parametergitter ---
theta_vals = np.linspace(0.2, 1.0, 41) # 41 Werte: feine
Aufldsung

epsilon_vals = np.linspace(0.04, ©0.16, 31) # bis 0.16, um
Uberschwingen zu zeigen

# Berechne Heatmap-Daten
print("Berechne Heatmap (das dauert ca. 1-2 Minuten)...")
mean_temps = np.zeros((len(epsilon_vals), len(theta_vals)))

for i, eps in enumerate(epsilon_vals):
for j, th in enumerate(theta_vals):
mean_temps[i, j] = get_mean_temp(th, eps)
if 1 % 6 == 0: # Fortschrittsanzeige
print(f” Epsilon = {eps:.2f} abgeschlossen”)

# --- Plot ---

plt.figure(figsize=(10, 7))

im = plt.contourf(theta_vals, epsilon_vals, mean_temps,
levels=np.linspace(1.02, 1.10, 41),
cmap='viridis’, extend='both")

# Experimenteller Bereich (+5% bis +9% - 1.05 bis 1.09)
plt.contour(theta_vals, epsilon_vals, mean_temps,
levels=[1.05, 1.09],
colors=['green’, 'red’'],
linestyles=['--", "--"1,
linewidths=2)

# Dein Referenzpunkt markieren

plt.plot(0.6, ©.09, 'ro’, markersize=8, label='Referenz
8(=0.6, €=0.09)")
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plt.colorbar(im, label='Mittlere Hawking-Temperatur {()T')

plt.xlabel(r’$\theta_{\text{global}}$")

plt.ylabel(r’'$\epsilon$”)

plt.title(’'Robustheit des Winkel-Skalen-Modells: Mittlere
Temperatur’)

plt.legend(loc="upper left")

plt.grid(True, linestyle=':', alpha=0.5)

# Hervorhebung des experimentellen Bereichs

plt.axhspan(@.08, ©0.14, color='orange’, alpha=0.1,
label='Robuster &-Bereich’)

plt.axvspan(@0.50, 1.00, color='cyan’, alpha=0.1,
label='Robuster 6-Bereich’)

plt.tight_layout()
plt.savefig(”heatmap_theta_epsilon_mean_temp.png”, dpi=250)
plt.show()

# --- Optional: Heatmap fir Maximaltemperatur ---

def get_max_temp(theta, eps, n_samples=200):
hawking_temp = make_model(theta, eps)
times = np.linspace(@, 1, n_samples)
temps = np.array([hawking_temp(t) for t in times])
return np.max(temps)

# Nur fir grobes Gitter (sonst zu langsam)

theta_coarse = np.linspace(0.3, 1.0, 15)

epsilon_coarse = np.linspace(0.06, 0.14, 15)

max_temps = np.zeros((len(epsilon_coarse),
len(theta_coarse)))

print(”\nBerechne Max-Temperatur-Heatmap...")
for i, eps in enumerate(epsilon_coarse):
for j, th in enumerate(theta_coarse):
max_temps[i, j] = get_max_temp(th, eps)

plt.figure(figsize=(10, 7))
im2 = plt.contourf(theta_coarse, epsilon_coarse, max_temps,
levels=np.linspace(1.04, 1.12, 41),
cmap='plasma’, extend='both")
plt.contour(theta_coarse, epsilon_coarse, max_temps,
levels=[1.09], colors='white’, linestyles='-",
linewidths=2)
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plt.plot(@.6, ©0.09, 'ro’', markersize=8, label='Referenz
0(=0.6, €=0.09)")

plt.colorbar(im2, label='Maximale Hawking-Temperatur T_max')

plt.xlabel(r’$\theta_{\text{global}}$")

plt.ylabel(xr’'$\epsilon$”)

plt.title('Maximale Temperatur im Parameter-Raum’)

plt.legend()

plt.grid(True, linestyle=':', alpha=0.5)

plt.tight_layout()

plt.savefig(”heatmap_theta_epsilon_max_temp.png”, dpi=250)

plt.show()

# --- Zusammenfassung ---

exp_min, exp_max = 1.05, 1.09

in_range = (mean_temps >= exp_min) & (mean_temps <= exp_max)
fraction_in_range = np.sum(in_range) / mean_temps.size

print(”"\n"” + "="*60)

print ("HEATMAP-ZUSAMMENFASSUNG")

print(”"="*60)

print(f”+ Anteil der Parameterkombinationen mit ()T € [+5%,
+9%] : {fraction_in_range:.1%}")

print(f"”+ Der Referenzpunkt: ()T =
{mean_temps[np.argmin(np.abs(epsilon_vals - 0.09)),
np.argmin(np.abs(theta_vals - 0.6))]:.3f}")

print(”\On Die Heatmap bestdtigt: breiter Parameterbereich
liefert konsistente Ergebnisse.”)

Listing A.9: Visualisierung Robustheitsanalyse der
Hawking-Temperatur

A.10 Hawking Temperatur Sweep (Animation),
(Abschnitt. 12)

# hawking_temperatur_sweep_animation.py

impoxrt numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation impoxt FuncAnimation

=== Physikalisches Modell (aus A.8) ===
1.0
0
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horizon_pos = 0.5
sigma = 0.08
epsilon_fixed = 0.09 # Fixierter Parameter

s|def make_model(theta_global, epsilon):

def scale_field(x):
return 0.025 * np.exp(-((x - horizon_pos) /
sigma)**2)

def angle_field(x, t):
alpha = theta_global * np.sin(2 * np.pi * t)
beta = theta_global * np.cos(2 * np.pi * t)
gamma = theta_global * np.sin(2 * np.pi * x)
return np.array([alpha, beta, gamma]l)

def cross_coupling(x, t, dx=0.01, dt=0.01):

dPhi_dx = (scale_field(x + dx) - scale_field(x -
dx)) / (2 * dx)

dTheta_dt = (angle_field(x, t + dt)[@] -
angle_field(x, t - dt)[@]) / (2 * dt)

return np.clip(dPhi_dx * dTheta_dt, -4.0, 4.0)

def hawking_temp(t, x_eval=None):
if x_eval is None:
x_eval = horizon_pos + sigma / np.sqrt(2)
T H art = 1.0
coupling = cross_coupling(x_eval, t)
osc = 1.0 - np.exp(-np.abs(coupling))
coupling_effect = 1.0 + epsilon * osc
scale_effect = np.exp(scale_field(x_eval))
return T_H_art * coupling_effect * scale_effect

return hawking_temp

def get_mean_temp(theta, eps, n_samples=200):
hawking_temp = make_model(theta, eps)
times = np.linspace(@, 1, n_samples)
temps = np.array([hawking_temp(t) for t in times])
return np.mean(temps)

# === Sweep Uber theta_global ===
theta_vals = np.linspace(0.2, 1.0, 81) # Feine Aufldsung

s|mean_temps = np.array([get_mean_temp(th, epsilon_fixed) for

th in theta_vals])
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# === Plot Setup ===

fig, ax = plt.subplots(figsize=(9, 6), facecolor='white")

ax.set_facecolor('white")

ax.set_x1im(0.2, 1.0)

ax.set_ylim(1.01, 1.10)

ax.set_xlabel(r’'$\theta_{\text{global}}$’, fontsize=12)

ax.set_ylabel(r'Mittlere Hawking-Temperatur $\langle T
\rangle$’, fontsize=12)

ax.grid(True, alpha=0.3)

# Titel & Untertitel
fig.text (0.5, ©0.95, 'Winkel-Skalen-Modell:
Hawking-Temperatur (Robustheits-Sweep)’,
fontsize=13, weight="bold’, ha='center’)
fig.text(@.5, ©.91, ’'Visualisierung: Klaus H. Dieckmann,
2025.",
fontsize=12, ha='center’)

# Experimenteller Bereich (+5% bis +9%)

ax.axhspan(1.05, 1.09, color='lightgreen’, alpha=0.3,
label="Experimentelles Fenster\n(+5% bis +9%)"')

ax.axhline(1.05, color='green’, linestyle='--', linewidth=1)

ax.axhline(1.09, color='red’, linestyle='--', linewidth=1)

# Kurve (initial leer)

line, = ax.plot([], []1, 'b-", 1lw=2.5, label=r'$\langle T
\rangle(\theta_{\text{global}})$")

point, = ax.plot([], [], 'ro’, ms=8)

ax.legend(loc="lower right’', fontsize=10, framealpha=0.95)

# Erklartext unten (in Box)
explanation = fig.text(@0.5, 0.02, "',
fontsize=11,weight='bold’, ha='center’, va='bottom’,
bbox=dict(boxstyle="round,pad=0.5",
fc="1lightgray”, ec="black"))

# === Animation ===
n_frames = 300

# === Animation ===
duration_sec = 60.0
fps = 5
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ss|n_frames = int(duration_sec * fps)

g7 interval_ms = 1000 / fps # ms pro Frame
88
go| def animate(i):

90 i = min(i, len(theta_vals) - 1)

91 line.set_data(theta_vals[:1], mean_temps[:1i])

92 point.set_data([theta_vals[i]], [mean_temps[i]])
93

94 th = theta_vals[i]

95 T = mean_temps[i]

96

97 if T < 1.05:

98 txt = f"Bei kleinem 6_{{global}} = {th:.2f} liegt
()T = {T:.3f} unter dem experimentellen Fenster\n(+5% bis
+9%) . "

99 elif T <= 1.09:

100 txt = f”"Im robusten Bereich: 6_{{global}} = {th:.2f}
> ()T = {T:.3f} liegt im experimentellen Fenster\n(+5%
bis +9%)."

101 else:

102 txt = f”"Bei groRem O_{{global}} = {th:.2f}
Uberschreitet ()T = {T:.3f} das experimentelle Fenster
leicht.”

103

104 explanation.set_text(txt)

105 return line, point, explanation

106
107|@anim = FuncAnimation(fig, animate, frames=n_frames,
interval=interval_ms, blit=False, repeat=False)
108
19| # === Speichern als GIF ===

110/ print ("Rendering Hawking-Temperatur-Sweep-GIF... (ca. -2040
Sekunden)")

n1|anim. save ("hawking_temperatur_sweep_animation.gif’,
writer="pillow’, fps=fps)

12| p1t. show()

13| plt.close()

Listing A.10: Visualisierung Hawking Temperatur Sweep (Animation)
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A.11 Lichtablenkung im starken Gravitationsfeld
(Animation), (Abschnitt. 10)

# lichtablenkung_animation.py

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation import FuncAnimation

;| # === Physikalische Parameter aus Abschnitt 10 ===
M

= leb # Sonnenmassen
r®_factor = 10 # 10 = 10 * r_s
alpha_art_deg = 45.765
alpha_ws_deg = 48.500

#==
phi

Trajektorien (vereinfacht, aber korrekt abgelenkt) ==
np.linspace(-np.pi/2, np.pi/2, 300)

4 Y_max = 30

;|# Gerade Linie (keine Ablenkung)

X@ = np.linspace(-r_max, r_max, 300)
y@ = np.full_like(x@, r@_factor)

20|# ART: Ablenkung um alpha_art_deg

alpha_art = np.deg2rad(alpha_art_degq)

| X1 = np.concatenate([np.linspace(-r_max, 0, 150),

np.linspace(@, r_max*np.cos(alpha_art), 150)])
yl = np.concatenate([np.full (150, r@_factor), r@_factor +
np.linspace(@, r_max*np.sin(alpha_art), 150)])

s|# Winkel-Skalen: starkere Ablenkung

alpha_ws = np.deg2rad(alpha_ws_deg)

X2 = np.concatenate([np.linspace(-r_max, @, 150),
np.linspace(@, r_max*np.cos(alpha_ws), 150)])

y2 = np.concatenate([np.full(150, r@_factor), r@0_factor +
np.linspace(@, r_max*np.sin(alpha_ws), 150)])

# === Plot Setup ===

fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 6), facecolor='white")
ax.set_facecolor('white")

ax.set_xlim(-32, 32)

ax.set_ylim(-5, 35)

s|ax.axis('off")
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# Titel & Untertitel
fig.text(@.5, ©.95, ’'Lichtablenkung im starken
Gravitationsfeld’,
fontsize=13, weight='bold’, ha='center’)
fig.text (0.5, ©.9, ’'Visualisierung: Klaus H. Dieckmann,
2025.",
fontsize=12, ha='center’)

3| # Schwarzes Loch (r_s = 1)

ax.add_patch(plt.Circle((@, @), 1, color='black’, zorder=10))

# Bahnen (initial leer)

line@, = ax.plot([]l, [], 'g--", 1lw=1.5, label='Keine
Gravitation')

linel, = ax.plot([]1, []1, 'b-", 1lw=2, label="ART (45.765°)")

line2, = ax.plot([]1, [1, 'r-', 1lw=2, label="Winkel-Skalen
(48.500°) ")

# Photonen (Punkte)

photon®, = ax.plot([], [], 'go’, ms=6)
photonl, = ax.plot([], [], 'bo’, ms=6)
photon2, = ax.plot([], [], 'ro’, ms=6)

ax.legend(loc="lower left’, fontsize=10, framealpha=0.95)

# Erklartext unten (in Box)
explanation = fig.text(0.5, 0.02, , fontsize=11,
weight="'bold’, ha='center’, va='bottom’,
bbox=dict(boxstyle="round,pad=0.5",
fc="lightgray”, ec="black"))

]

# === Animation ===
n_frames = len(x0)
def animate(i):

i = min(i, n_frames - 1)

# Bahnen aktualisieren

line@.set_data(x@[:i], y@[:i])
linel.set_data(x1[:i], y1[:i])
line2.set_data(x2[:i], y2[:1i])

# Photonen (als Sequenzen!)
photon®.set_data([x@[1i]], [y@[il])
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photonl.set_data([x1[1]], [yl[il])
photon2.set_data([x2[1]], [y2[il])

# Phasenabhangiger Text

if 1 < 60:

txt = "Drei Lichtstrahlen nahern sich dem
supermassereichen Schwarzen Loch.”
elif i < 150:

txt = "Das Photon wird Im ART-Modell (blau) um
45.765° abgelenkt.”
elif i < 240:

txt = "Das Winkel-Skalen-Modell (rot) sagt eine
starkere Ablenkung\n(48.500°) voraus. Deutlich sichtbar!”
else:

txt = "Die Differenz (~2735 Bogensekunden) ist ein
falsifizierbarer Test\nfir EHT oder Gaia.”

explanation.set_text(txt)
return line@, linel, line2, photon@, photonl, photon2,
explanation

# Kein init notig, da wir blit=False verwenden
anim = FuncAnimation(fig, animate, frames=n_frames,
interval=50, blit=False, repeat=False)

# === Speichern als GIF ===

print(”Speichere Animation als GIF...")

anim.save('lichtablenkung_animation.gif’, writer='pillow’,
fps=20)

print ("0 GIF gespeichert: 'lichtablenkung_animation.gif'")

plt.show()

plt.close()

Listing A.11: Visualisierung Lichtablenkung im starken Gravitationsfeld
(Animation)

A.12 Gravitative Rotverschiebung, (Abschnitt. 11)

1|# gravitative_rotverschiebung_simulation.py

2

3

mnn

Gravitative Rotverschiebung: Vergleich zwischen Allgemeiner
Relativitatstheorie (ART)
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und Winkel-Skalen-Formalismus (modifiziertes
Gravitationsmodell)

Physikalische Annahmen:

- Statisches, spharisch symmetrisches Schwarzschild-Feld

- Beobachter im Unendlichen (r_obs - )

- Winkel-Skalen-Korrektur: z_ WS = z_ART * (1 + B89 (R_s /
)7 (3/2))

- GUltig fir r > 2 R_s (auBerhalb des Ereignishorizonts)

mnn

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

class RedshiftAnalyzer:
Analysiert gravitative Rotverschiebung im klassischen
und modifizierten Formalismus.
def __init_ (self, M_solar=10.0, theta_amplitude=0.1):
# Fundamentale Konstanten (SI-Einheiten)

self.G = 6.67430e-11 #
Gravitationskonstante [m® ~kg! ~s?]

self.c = 2.99792458e8 # Lichtgeschwindigkeit
[m/s]

self.M_sun = 1.98847e30 # Sonnenmasse [kg]

# Systemparameter

self.M = M_solar * self.M_sun

self.R_s = 2 * self.G * self.M / self.c**2 #
Schwarzschild-Radius

self.theta_amp = theta_amplitude

# Konsolenausgabe der Parameter

print(”0 ROTVERSCHIEBUNG - SYSTEMPARAMETER")
print(f” Masse: {M_solar:.le} OM")

print(f” Schwarzschild-Radius: {self.R_s:.2e} m")
print(f” Winkel-Amplitude: {theta_amplitude}”)

def art_redshift(self, r_emit):

"

Gravitative Rotverschiebung gemdR Allgemeiner
Relativitatstheorie (Schwarzschild-Metrik).
Beobachter im Unendlichen (r_obs - ).
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Parameters:
r_emit : float or array_like
Emissionsradius in Metern (muss > 2 R_s sein)

Returns:
z_art : float or ndarray
Relativistische Rotverschiebung
r_emit = np.asarray(r_emit, dtype=np.float64)
if np.any(r_emit <= 2 * self.R_s):
raise ValueExroxr("Emissionsradius muss strikt
groBer als der Ereignishorizont (2 R_s) sein.”)

z_art = 1.0 / np.sqrt(l - 2 * self.G * self.M /
(self.c**2 * r_emit)) - 1
return z_art

def ws_redshift(self, r_emit):
Rotverschiebung im Winkel-Skalen-Formalismus
(modifiziertes Modell).

Korrektur: z_WS = z_ART * (1 + 8¢ (R_s / 1)A(3/2))

Returns:
z_ws : modifizierte Rotverschiebung
correction : relativer Korrekturterm
z_art = self.art_redshift(r_emit)
correction = self.theta_amp * (self.R_s /
r_emit)**1.5
z_ws = z_art * (1 + correction)
return z_ws, correction

def analyze_and_plot(self, r_min=2.1, r_max=100,
n_points=500) :

Fihrt vollstandige Analyse durch und erstellt
Vergleichsplots.

print (f”\On ROTVERSCHIEBUNGS-ANALYSE")

# Radien in Einheiten von R_s
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r_factors = np.linspace(r_min, r_max, n_points)
r_vals = r_factors * self.R_s

# Vektorisierte Berechnung
z_art = self.art_redshift(r_vals)
z_ws, _ = self.ws_redshift(r_vals)

# Charakteristische Punkte
r_test = np.array([2.1, 5.0, 10.0, 50.0])
for r in r_test:

z_a = self.art_redshift(r * self.R_s)

zw, _ = self.ws_redshift(r * self.R_s)
dev = abs(z_w - z_a) / z_a * 100
print(f” r = {xr} R_s: z_ART = {z_a:.6f}, z_WS

= {z_w:.6T}, Abweichung = {dev:.2f}%")

# Plot
self._plot_comparison(r_factors, z_art, z_ws)
return r_vals, z_art, z_ws

def _plot_comparison(self, r_factors, z_art, z_ws):
"""Interne Plot-Funktion.”""
plt.rcParams.update({ font.size’: 12,
"axes.titlesize': 13})
fig, (ax1l, ax2) = plt.subplots(l, 2, figsize=(14,
5.5))

# Rotverschiebung

ax1l.semilogy(r_factors, z_art, 'b-’,
label="Allgemeine Relativitdtstheorie (ART)’, linewidth=2)

axl.semilogy(r_factors, z_ws, 'r--',
label="Winkel-Skalen-Formalismus’, linewidth=2)

axl.axvline(2, color="k’', linestyle=':', alpha=0.6,
label='"Ereignishorizont ($r = 2R_s$)’)

axl.set_xlabel('Radius $xr$ [$R_s$1')

ax1l.set_ylabel('Rotverschiebung $z$")

axl.set_title('Gravitative Rotverschiebung’)

ax1l.legend()

ax1l.grid(True, alpha=0.3)

’ ’

# Relative Abweichung
with np.errstate(divide="ignore’, invalid='ignore’):
rel_dev = np.abs(z_ws - z_art) / z_art * 100
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116 rel_dev = np.nan_to_num(rel_dev, nan=0.0,
posinf=0.0, neginf=0.0)

117

118 ax2.semilogy(r_factors, rel_dev, 'g-', linewidth=2)

119 ax2.axvline(2, color="k’, linestyle=':', alpha=0.6)

120 ax2.set_xlabel('Radius $r$ [$R_s$]1')

121 ax2.set_ylabel('Relative Abweichung [%]")

122 ax2.set_title('Abweichung vom ART-Wert')

123 ax2.grid(True, alpha=0.3)

124

125 # Max-Annotation

126 max_idx = np.argmax(rel_dev)

127 if rel_dev[max_idx] > le-3:

128 ax2.annotate(f'Max: {rel_dev[max_idx]:.2f}%\nbei
{r factors[max_idx]:.1f} $R_s$’,

129 xy=(r_factors[max_idx],

rel_dev[max_idx]),

130 xytext=(r_factors[max_idx] + 8,
rel_dev[max_idx] * 3),

131 arrowprops=dict(arrowstyle='->",
1w=1),

132 bbox=dict(boxstyle="round,pad=0.3",
fc="white”, ec="gray”, alpha=0.8))

133
134 plt.tight_layout()

135 plt.savefig(’'gravitational_redshift_comparison.png’,
dpi=300, bbox_inches="tight")

136
#plt.savefig('gravitational_redshift_comparison.pdf’,
bbox_inches='tight’') # Fir LaTeX

137 plt.show()

138
139
10| # Hauptausfihrung

u|if __name__ == "_main__":

142 sim = RedshiftAnalyzer(M_solar=10.0, theta_amplitude=0.1)
143 sim.analyze_and_plot()

Listing A.12: Visualisierung Gravitative Rotverschiebung

A.13 Frame Dragging, (Abschnitt. 13)

1’# frame_dragging_simulation.py
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mwnn

Frame-Dragging (Lense-Thirring) im Winkel-Skalen-Formalismus

mnn

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

class FrameDraggingAnalyzer:
def _ _init__ (self, M=1e6, a=0.5, zeta=1.0,
theta_amplitude=0.1):
M: Masse in Sonnenmassen
a: Spin-Parameter (0-1)
zeta: Kopplungskonstante fir Winkel-Feld
self.G 6.67430e-11
self.c 2.99792458e8
self.M_sun = 1.98847e30

self.M = M * self.M_sun

self.R_s = 2 * self.G * self.M / self.c**2
self.a = a # dimensionsloser Spin
self.zeta = zeta

self.theta_amp = theta_amplitude

print ("0 FRAME-DRAGGING - SYSTEMPARAMETER")
print(f” Masse: {M:.le} OM")

print(f” Schwarzschild-Radius: {self.R_s:.2e} m")
print(f” Spin-Parameter: a = {a}")

print(f” Kopplungskonstante: ¢ = {zeta}")
print(f” Winkel-Amplitude: {theta_amplitude}”)

def kerr_metric_component(self, r, theta):

"""g_{et} Komponente der Kerr-Metrik”""”

rho2 = r**2 + (self.a * self.R_s)**2 *
np.cos (theta)**2

w =2 * self.G * self.M * self.a * self.R_s * r /
(self.c**2 * rho2)

return -w * np.sin(theta)**2

def modified_frame_dragging(self, r, theta):
"""Frame-Dragging mit Winkel-Skalen-Korrektur
w_kerr = self.kerr_metric_component(r, theta)

mnn
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43

44 # Verbesserte, nicht-oszillierende Korrektur

45 theta_field = self.theta_amp * (self.R_s / r)**1.0
# z. B. 1.0 oder 1.5

46 correction = self.zeta * theta_field * (self.R_s /
r)**2

47

48 w_modified = w_kerr * (1 + correction)

49

50 return w_modified, w_kerr, correction

51

52 def analyze_frame_dragging(self, r_min=2.1, r_max=20,
theta_range=np.pi):

53 """Analysiere Frame-Dragging Uber verschiedene
Parameter”"””

54 print (f”\On FRAME-DRAGGING ANALYSE")

56 r_vals = np.linspace(r_min, r_max, 100) * self.R_s

57 theta_vals = np.linspace(0.1, theta_range-0.1, 50)

58

59 R, Theta = np.meshgrid(r_vals / self.R_s, theta_vals)

60 W_kerr = np.zeros_like(R)

61 W_modified = np.zeros_like(R)

62 Corrections = np.zeros_like(R)

63

64 for i, r_factor in enumerate(r_vals / self.R_s):

65 for j, theta in enumerate(theta_vals):

66 r_val = r_factor * self.R_s

67 w_mod, w_kerr, corr =
self.modified_frame_dragging(r_val, theta)

68 W_kerr[j, 1] = w_kerr

69 W_modified[j, 1] = w_mod

70 Corrections[j, i] = corr

71

72 # Charakteristische Werte ausgeben

73 print(” Charakteristische Frame-Dragging Werte:")

74 test_points = [(5, np.pi/4), (1@, np.pi/2), (20,
np.pi/3)1]

75 for r_factor, theta in test_points:

76 r val = r_factor * self.R_s

77 w_mod, w_kerr, corr =
self.modified_frame_dragging(r_val, theta)

78 print (f” r = {r_factor} R_s, 6 =
{theta/np.pi:.2fn}:")
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79 print(f” Kerr: {w_kerr:.2e}, Modifiziert:
{w_mod: .2e}")

80 print(f” Korrektur: {corxr*100:.2f}%")

81

82 self.plot_frame_dragging(R, Theta, W_kerr,
W_modified, Corrections)

83

84 return R, Theta, W_kerr, W_modified

85

86 def plot_frame_dragging(self, R, Theta, W_kerr,
W_modified, Corrections):

87 """Plotte Frame-Dragging Ergebnisse”””

88 fig = plt.figure(figsize=(18, 6))

89

90 # Plot 1: Kerr Frame-Dragging

91 axl = fig.add_subplot(131, projection='polar’)

92 iml = axl.contourf(Theta, R, W_kerr, levels=50,
cmap="viridis")

93 axl.set_title('Kerr Frame-Dragging: g_{¢t}’, pad=20)

94 plt.colorbar(iml, ax=ax1l, label="g_{@t} [c]')

95

96 # Plot 2: Modifiziertes Frame-Dragging

97 ax2 = fig.add_subplot (132, projection='polar’)

98 im2 = ax2.contourf(Theta, R, W_modified, levels=50,
cmap="plasma’)

99 ax2.set_title('Winkel-Skalen Frame-Dragging’, pad=20)

100 plt.colorbar(im2, ax=ax2, label="g_{¢t} [c]')

101

102 # Plot 3: Relative Korrektur

103 ax3 = fig.add_subplot (133, projection='polar’)

104 relative_corr = (W_modified - W_kerr) /
np.abs (W_kerr) * 100

105 im3 = ax3.contourf(Theta, R, relative_corr,
levels=50, cmap='RdYlBu_r")

106 ax3.set_title('Relative Korrektur [%]’, pad=20)

107 plt.colorbar(im3, ax=ax3, label='Abweichung [%]")

108

109 plt.tight_layout()

110 plt.savefig('frame_dragging_comparison.png’,
dpi=300, bbox_inches="tight")

111 plt.show()

112

113 # Zusatzlich: Radialer Verlauf bei festem 6

114 self.plot_radial_profiles(R, W_kerr, W_modified)
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115

116 def plot_radial_profiles(self, R, W_kerr, W_modified):

117 """Plotte radiale Profile bei festen Winkeln (mit
Betrag fir log-Skala)”"”

118 fig, ax = plt.subplots(figsize=(10, 6))

119

120 theta_indices = [10, 25, 40]

121 theta_labels = [r'$\theta \approx \pi/8$%’', r’'$\theta
\approx \pi/2$%$’, r'$\theta \approx 3\pi/4$’]

122 colors = ['blue’, 'green’, 'red’]

123

124 r_profile = R[@, :] # in R_s

125

126 for idx, label, color in zip(theta_indices,
theta_labels, colors):

127 w_kerr profile = np.abs(W_kerr[idx, :1)

128 w_mod_profile = np.abs(W_modified[idx, :1)

129

130 ax.plot(r_profile, w_kerr_ profile, color=color,

131 linestyle="-', linewidth=2, label=f'Kerr
({label}) ")

132 ax.plot(r_profile, w_mod_profile, color=color,

133 linestyle="--', linewidth=2,

label=f'Winkel-Skalen ({label})’)

134

135 ax.set_xlabel(’'Radius [$R_s$1")

136 ax.set_ylabel(r’'Frame-Dragging $|g_{t\phi}|$ [c]’)

137 ax.set_title('Radiales Frame-Dragging Profil
(Betrag) ')

138 ax.legend()

139 ax.grid(True, alpha=0.3)

140 ax.set_yscale('log’') # Jetzt sicher, da alle Werte
> 0

141

142 plt.tight_layout()

143 plt.savefig(’'frame_dragging_radial_profiles.png’,
dpi=300, bbox_inches="tight")

144 plt.show()

145
146|# Simulation ausfihren

147\ frame_sim = FrameDraggingAnalyzer(M=10, a=0.8, zeta=1.2,
theta_amplitude=0.15)

148) R, Theta, W_kerr, W_modified =
frame_sim.analyze_frame_dragging()
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Listing A.13: Visualisierung Frame Dragging

A.14 Frame Dragging-Vergleich (Animation),
(Abschnitt. 13)

# frame_dragging_vergleich_animation.py

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation impoxt FuncAnimation

oW N e

5

¢|# === Physikalische Parameter (Abschnitt 13) ===
71M = 10.0 # Sonnenmassen

sjla = 0.8 # dimensionsloser Spin

ol theta_amp = ©.15 # Winkel-Skalen-Amplitude

10| zeta = 1.2 # Kopplungskonstante

12|G = 6.67430e-11
131C = 2.99792458e8
M_sun = 1.98847e30

16|M_kg = M * M_sun
17|R_s =2 * G * M_kg / c**2

19| # === Kerr ¢g_t und modifizierte Version ===

2| def kerr_g_tphi(r, theta):

21 """ART: g_{@t} in Kerr-Metrik (aquatorialer Fall
vereinfacht)"""

22 r = np.asarray(r)

23 # Vereinfachte Naherung fir dquatoriale Ebene 6( = m/2)

24 return - (2 * G * M_kg * a * R_s * r / c**2) / (r**2 +

(a * R_s)**2)
25

6| def ws_g_tphi(r, theta):

27 """Winkel-Skalen: lokale Verstarkung nahe Horizont”"”
28 g_kerr = kerr_g_tphi(r, theta)

29 # Korrektur: starker nahe r = 2 R_s

30 correction = zeta * theta_amp * (R_s / 1)**2

31 return g_kerr * (1 + correction)
32
33| # === Radialer Bereich (in R_s) ===
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sa|r_factors = np.linspace(2.1, 20, 200)
351 ¥_vals = r_factors * R_s

56| theta_fixed = np.pi / 2 # Aquator

37
ss|g_art = kerr_g_tphi(r_vals, theta_fixed)
39/g_ws = ws_g_tphi(r_vals, theta_fixed)

a1|# Normalisiere fur bessere Visualisierung
21g_art_norm = g_art / np.max(np.abs(g_art))
a3{g_ws_norm = g_ws / np.max(np.abs(g_ws))

44
# === Plot Setup ===

4| fig, ax = plt.subplots(figsize=(9, 6), facecolor='white")
171 ax.set_facecolor('white’)

13l ax.set_x1im(2, 20)

smlax.set_ylim(-1.1, 1.1)

s0lax.set_xlabel(xr’Radius $r$ [$R_s$]1")

s1|ax.set_ylabel (r'Normiertes Frame-Dragging $g_{t\phi} /
g_{\text{max}}$")

s2|ax.grid(True, alpha=0.3)

53
sl # Titel & Untertitel

55| fig.text (0.5, ©.95, ’'Frame-Dragging: Kerr vs.
Winkel-Skalen-Modell’,

56 fontsize=13, weight='bold’, ha='center’)

s71fig.text(@.5, @.9, ’'Visualisierung: Klaus H. Dieckmann,
2025.",

58 fontsize=12, ha='center’)

59
60| # Horizont-Linie

61|ax.axvline(2, color='black’, linestyle=':', alpha=0.7,
label=r'Ereignishorizont ($r = 2R_s$)')

62
63| # Kurven (initial leer)

e1|line_art, = ax.plot([]l, [], 'b-’, 1lw=2.5, label="ART (Kerr,
glatt) ')

es| line_ws, = ax.plot([], [], 'r--', 1w=2.5,
label="Winkel-Skalen (lokal verstarkt)')

66
¢7|ax.legend(loc="lower right’', fontsize=10, framealpha=0.95)
68
eo| # Exklartext unten (in Box)

70| explanation = fig.text(0.5, 0.02, , fontsize=11,
weight="bold’, ha='center’, va='bottom’,

]
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bbox=dict(boxstyle="round,pad=0.5",
fc="lightgray”, ec="black"”))

# === Animation ===
n_frames = 300
def animate(i):

i = min(i, len(xr_factors) - 1)

line_art.set_data(r_factors[:1i], g_art_norm[:i])
line_ws.set_data(r_factors[:1i], g_ws_norm[:i])

if i < 80:

txt = "Beide Modelle beginnen identisch weit vom
Schwarzen Loch entfernt.”
elif i < 180:

txt = "Im starken Feld (r < 1@ R_s) verstarkt das
Winkel-Skalen-Modell (rot) den Lense-Thirring-Effekt
lokal.”
else:

txt = "Nahe dem Horizont (r = 2 R_s) erreicht die
Abweichung bis zu ©,14%,\nmessbar mit zukiinftigen VLBI-
oder EHT-Beobachtungen.”

explanation.set_text(txt)
return line_art, line_ws, explanation

anim = FuncAnimation(fig, animate, frames=n_frames,
interval=50, blit=False, repeat=False)

# === Speichern als GIF ===

print(”“Rendering Frame-Dragging-GIF... (ca. -204@ Sekunden)”)

anim.save (' frame_dragging_vergleich_animation.gif’,
writer='pillow’, fps=20)

plt.show()

plt.close()

print ("0 GIF erfolgreich gespeichert als
"frame_dragging_vergleich_animation.gif'")

Listing A.14: Visualisierung
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