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Abstract

In dieser Arbeit wird ein neuartiger numerischer Operator, der Γ-Operator,

vorgestellt, der speziell für die Analyse von Randphänomenen auf fraktalen

Strukturen entwickelt wurde. Im Gegensatz zum klassischen Cauchy-Integral,

das die tangentiale Zirkulation entlang einer Kurve erfasst, quantifiziert der

Γ-Operator die normale Sprungdichte quer durch die Kurve, eine Größe, die

für verteilte Singularitäten relevant ist, aber im klassischen Residuensatz nicht

abgebildet wird. Er ermöglicht die systematische Quantifizierung von Dichten

und Sprüngen entlang strukturierter Kurven, von reellen Fraktalen wie der

Koch-Kurve bis hin zu komplexen Fraktalen wie Julia-Mengen. Das Herzstück

der Methode ist ein effizienter Algorithmus, der eine „Randdichte“ ρΓ(t) be-

rechnet, die den Unterschied der Funktionswerte auf beiden Seiten der frakta-

len Grenzemisst, gefolgt von einer Integration über die fraktale Länge. Die Im-

plementierung, basierend auf der Trapezregel und adaptiven Verfahren, zeigt

eine bemerkenswerte Robustheit: Für glatte Strukturen wird eine exponenti-

elle Konvergenzrate erreicht, während sie sich bei fraktalen Strukturen stabil

bei O(N−0.5) hält, entsprechend ihrer fraktalen Dimension.
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Kapitel 1

Motivation

1.1 Problemstellung

Die klassische Funktionentheorie, geprägt durch fundamentale Resultate wie

den Cauchyschen Integralsatz und den Residuensatz, bietet ein elegantes und

mächtiges Werkzeug zur Analyse holomorpher Funktionen, vorausgesetzt, de-

ren Singularitäten isoliert und im Endlichen lokalisiert sind. Diese Annahme

ist jedoch in vielen modernen Anwendungen nicht mehr haltbar.

In physikalischen Systemen, etwa bei der Modellierung vonWirbelschichten

inderFluiddynamik oder linienförmigenLadungsverteilungen inderElek-

trodynamik, treten Singularitäten nicht als diskrete Pole auf, sondern als kon-

tinuierliche oder fraktale Verteilungen entlang von Kurven. Hier versagt

der klassische Residuensatz: Er kann keine „Dichte“ entlang einer Kurve erfas-

sen, sondern summiert lediglich Beiträge an isolierten Punkten.

Noch gravierender ist die Lücke im Unendlichen: Während die Riemannsche

Zahlenkugel Ĉ = C ∪ {∞} den Punkt ∞ als singulären Punkt einführt, exis-

tiert kein etabliertes Framework, das∞ als strukturierte, orientierte Kur-

veΓ auffasst, etwa als Julia-Menge, als fraktalen Rand einer Fatou-Komponente

oder als Grenzschicht in einem physikalischen System. Genau hier setzt diese

Arbeit an.

Kernproblem: Es fehlt ein mathematisch fundiertes, numerisch robustes Ver-

fahren, um Funktionen mit nicht-isolierten Singularitäten, insbesondere ent-

lang komplexer, möglicherweise fraktaler Kurven Γ im Unendlichen — syste-

matisch zu analysieren und zu integrieren.
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1.2 Zielsetzung

Ziel dieser Arbeit ist die Einführung, Definition und Validierung eines neuarti-

gen numerischen Operators, des Γ-Operators, der genau diese Lücke schließt.

Konkret verfolgt die Arbeit folgende Ziele:

1. Definition des Γ-Operators: Bereitstellung einer klaren, mathematisch

konsistentenDefinitiondesOperators, der entlang einer orientiertenKur-

ve Γ integriert und dabei die lokale Randdichte ρΓ(θ) quantifiziert.

2. Quantifizierung von Randphänomenen: Der Operator soll nicht nur

isolierte Pole, sondern Sprünge, Dichten und verteilte Singularitäten

entlang Γ messbar machen, unabhängig davon, ob Γ glatt (z. B. Einheits-

kreis) oder fraktal (z. B. Julia-Menge) ist.

3. Vergleichmit etabliertenMethoden: SystematischerVergleichmit klas-

sischen Verfahren (Residuensatz, Simpson-Regel, SciPy-Integration), um

denMehrwert und die Stabilität des Γ-Operators zu belegen, insbesonde-

re in Grenzfällen, wo traditionelle Methoden versagen.

DerΓ-Operator ist kein theoretischesKonstrukt, sondern einpraktischesWerk-

zeug, entwickelt, um reale Probleme in Physik, Ingenieurwesen und dynami-

schen Systemen zu lösen, wo das „Unendliche“ nicht punktförmig, sondern

strukturiert ist.

1.3 Struktur der Arbeit

Die Arbeit gliedert sich in fünf logische Abschnitte, die schrittweise vom theo-

retischen Fundament zur numerischen Anwendung und schließlich zum Ver-

gleich mit etablierten Theorien führen:

Part II: Theoretische Grundlagen

Kurze, zielgerichtete Wiederholung der notwendigen Konzepte aus Funktio-

nentheorie und komplexerDynamik zur EinordnungundDefinition desΓ-Ope-

rators. Schwerpunkt: Grenzen des Residuensatzes und die Rolle des Unendli-

chen.

Part III: Numerische Methodik

Detaillierte Definition des Γ-Operators, der Randdichte ρΓ, sowie der nume-

rischen Implementierung. Diskretisierung, Algorithmus, Konvergenzanalyse

und Fehlerabschätzung.

Part IV: Anwendungen

Demonstration des Operators anhand konkreter Beispiele: Randsprungfunk-

tionen, Funktionenmit logarithmischer oder polynomialer Divergenz, Integra-

3
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tion entlang fraktaler Julia-Mengen. Jedes Beispiel wird sowohl theoretisch als

auch numerisch (mit Python-Code) validiert.

Part V: Vergleich mit klassischen Konzepten

Gegenüberstellung mit Cauchy-Integral, Residuensatz, Liouville-Theorem und

harmonischer Analysis. Abgrenzung und Einordnung in die Arbeiten von Ca-

rathéodory, Milnor und Pommerenke.

Part VI: Ausblick und Erweiterungen

Diskussion offener Fragen, möglicher Verallgemeinerungen (mehrdimensio-

nale Räume, adaptive Quadratur) und potenzieller Anwendungen in der theo-

retischen Physik und numerischen Mathematik.

Ein ausführlicher Anhang enthält den vollständigen, kommentierten Python-

Quellcode aller numerischen Experimente, sodass die Ergebnisse reproduzier-

bar und nachvollziehbar sind.
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Kapitel 2

Fraktale Geometrie und Dimensionen

Beschreibend die Grundlagen der fraktalen Geometrie, indem wir uns auf die

Strukturen konzentrieren, die nicht durch klassische euklidische Geometrie

erfasst werden. Fraktale sind selbstähnliche Mengen, deren Dimension nicht

ganzzahlig ist, sonderndurchdasHausdorff-Maßoder die Box-Dimensionquan-

tifiziert wird. Definierend die Hausdorff-Dimension DH als Maß für die Kom-

plexität einer fraktalen Kurve Γ:

DH = lim
δ→0

logN(δ)

log(1/δ)
,

wobei N(δ) die Anzahl der Kugeln mit Radius δ ist, die Γ abdecken. Für Bei-

spiele wie die Koch-Kurve beträgt DH ≈ 1.2619, was ihre unregelmäßige Natur

widerspiegelt.
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Kapitel 3

Topologische Eigenschaften fraktaler

Kurven

Erforschend die topologischen Eigenschaften fraktaler Kurven, indemwir uns

auf Konnektivität und Selbstähnlichkeit konzentrieren. Im Gegensatz zu glat-

ten Kurven können fraktale Kurven wie Julia-Mengen oder der Mandelbrot-

Rand unendlich viele Löcher oder Verzweigungen aufweisen, was ihre topo-

logische Dimension auf 1 begrenzt, während ihre fraktale Dimension höher

ist. Diese Eigenschaften machen sie zu idealen Trägern für den Γ-Operator, der

Dichten entlang solcher Grenzen misst.

3.1 Definition und Konstruktion des Γ-Operators

in fraktalen Kontexten

In diesem Abschnitt entwickeln wir den Γ-Operator als ein verallgemeinertes

numerisches Werkzeug zur Quantifizierung von Randphänomenen auf frak-

talen Strukturen, wo klassische Konzepte wie Normalenableitungen versagen.

Der zentrale Gedanke ist die Definition einer verallgemeinerten Randdichte ρΓ,

die das lokale Verhalten einer Funktion f in derUmgebungdes FraktalsΓmisst.

3.1.1 Motivation und Heuristik

Gegeben sei eine parametrisierte fraktale Kurve γ : [0, T ] → Rn. In einem ideali-

sierten, glatten Fallmit einer eindeutigenNormalenrichtungn(t) könnte die lo-

kale Differenz der Funktionswerte beidseits des Randes als diskretisierte Nor-

7
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malenableitung aufgefasst werden:

faußen(γ(t))− finnen(γ(t)) ≈ ε · ∂f
∂n

(γ(t)) für kleines ε > 0.

Auf fraktalen Strukturen ist das Konzept einer punktweisen Normalen n(t) je-

doch oft undefiniert. Stattdessen streben wir eine verallgemeinerte Definition

an, die den essentiellen Charakter dieser Differenz als Maß für den „Sprung“

von f über Γ erfasst.

3.1.2 Zusammenfassung der Konzepte

Der Γ-Operator wird somit primär als verallgemeinertes Funktional (Distribu-

tion) ρΓ definiert. In den Fällen, wo die Funktion f seitliche Grenzwerte auf Γ

besitzt, kann ρΓ durch eine Dichtefunktion dargestellt werden, die den punkt-

weisen Sprung von f über das Fraktal Γ misst. Diese Definition umgeht die

Notwendigkeit einer klassischen Normalenableitung und ist daher besonders

für die Analyse fraktaler Ränder geeignet.

3.2 MathematischerRahmenundVoraussetzungen

Die Konstruktion des Γ-Operators und die Analyse seiner Eigenschaften erfor-

dern eine präzise Spezifikation des zugrundeliegenden mathematischen Rah-

mens. Die folgenden Voraussetzungen definieren den Gültigkeitsbereich der

nachfolgend entwickelten Theorie.

3.2.1 Voraussetzungen an die fraktale Struktur Γ

Die Methode setzt voraus, dass der Rand Γ eine messbare Menge mit wohldefi-

nierter geometrischer Struktur ist. Im Idealfall ist Γ eine rektifizierbare Kurve.

3.2.2 Numerische Bestimmung der Hausdorff-Dimension

Für selbstähnliche Fraktale wie die Koch-Kurve ist die Hausdorff-Dimension

analytisch bekannt (DH = log 4/ log 3). Für numerisch generierte Fraktale wie

Julia-Mengen wird DH hingegen mittels der Box-Counting-Methode approxi-

miert: Das fraktale Objekt wird mit einem Gitter aus Quadraten der Seitenlän-

ge δ überdeckt, und die Anzahl N(δ) der von der Menge getroffenen Quadrate

wird gezählt. Die Dimension ergibt sich aus der Skalierung

DH ≈ − logN(δ)

log δ
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im Limes δ → 0. In den Simulationen wurde diese Methode mit δ ∈ [2−10, 2−4]

angewandt,wobei die SteigungderRegressionsgeraden imdoppelt-logarithmischen

Plot als Schätzwert für DH diente.

Definition 3.2.0: Rektifizierbare Kurve

Eine Kurve Γ ⊂ Rn heißt rektifizierbar, wenn ihre 1-dimensionale

Hausdorff-Länge endlich ist, d.h.,H1(Γ) <∞. Dies impliziert, dass Γ durch

eine lipschitzstetige Funktion γ : [0, T ] → Rn parametrisiert werden kann.

Annahme 3.2.0:

Die fraktale Kurve Γ ist eine geschlossene, rektifizierbare Menge. Ihre

Hausdorff-Dimension erfüllt DH ≥ 1. Im Fall DH > 1 ist Γ keine klassi-

sche Kurve mehr, aber die Konzepte des Hausdorff-Maßes und der Rekti-

fizierbarkeit bleiben anwendbar. Für die numerische Konstruktion wird

angenommen, dass eine Parametrisierung γ : [0, T ] → Rn vorliegt, die Γ

dicht bedeckt.

DieseAnnahme schließt pathologische Fraktalemit nicht-endlicherHDH -Länge

aus und gewährleistet, dass das Integral
∫
Γ
ρΓdHDH wohldefiniert ist.

3.2.3 Voraussetzungen an die Funktion f

Die Funktion f muss in einer Umgebung des Fraktals Γ definiert sein und be-

stimmte Regularitätsbedingungen erfüllen.

Annahme 3.2.1:

Die Funktion f : Rn ⊃ U → R ist auf einer offenen Umgebung U von Γ

definiert und lokal integrierbar bezüglich des Lebesgue-Maßes.

Diese schwache Voraussetzung ist notwendig, um die Existenz von Integralen

in der Umgebung von Γ zu sichern. Für die punktweise Definition der Rand-

dichte sind stärkere Annahmen erforderlich.

Annahme 3.2.2: Für die punktweise Randdichte

AnHDH -fast jedem Punkt y ∈ Γ existieren die seitlichen Grenzwerte von f .

Das heißt, für eine Wahl von Innen- und Außengebieten Ωinnen,Ωaußen ⊂ U

existieren die Limiten

finnen(y) = lim
x→y

x∈Ωinnen

f(x), faußen(y) = lim
x→y

x∈Ωaußen

f(x).
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Ist Assumption 3.2.3 erfüllt, so ist die punktweise Randdichte ρΓ(y) = faußen(y)−
finnen(y)wohldefiniert. Ist sie nicht erfüllt, so bleibt die verallgemeinerte Defi-

nition des Γ-Operators als Funktional (siehe Abschnitt 3.1) gültig.

3.2.4 Zusammenfassung der Einschränkungen

Die Hauptbeschränkungen der vorgestellten Methode sind:

• Einschränkung an Γ: Die Theorie ist am rigorosesten für rektifizierbare

Kurven (oderMengen) anwendbar. Für nicht-rektifizierbare Fraktalemit

unendlichem HDH -Maß ist die Interpretation des Integrals nicht trivial.

• Einschränkung an f : Die punktweise Definition der Randdichte erfor-

dert die Existenz seitlicher Spuren. Für Funktionen, die diese Bedingung

nicht erfüllen (z.B. Funktionenmit wesentlichen Singularitäten auf Γ), ist

nur die schwache, distributionelle Definition anwendbar.

• Lokale Integrierbarkeit: Die Methode setzt voraus, dass f in einer Um-

gebung von Γ nicht „zu singulär“ ist, d. h. lokal integrierbar bleibt. Funk-

tionen, deren Singularitäten auf Γ nicht lokal integrierbar sind, erfor-

dern eine erweiterte Theorie, die über den Rahmen dieser Arbeit hin-

ausgeht.

Die numerischeApproximationdesΓ-Integrals setzt implizit eine gleichmäßige

Verteilung desHausdorff-Maßes entlang des Parameterintervalls voraus. Diese

Annahme ist für nicht-selbstähnliche Fraktale wie Julia-Mengen nicht exakt

erfüllt, weshalb der KalibrierungsfaktorC heuristisch bestimmtwerdenmuss.

Dies begrenzt die absolute Genauigkeit des Operators in solchen Fällen.

Innerhalb dieses wohldefinierten Rahmens bietet der Γ-Operator ein robustes

Werkzeug zur Analyse von Randphänomenen.

3.3 Das Integral des Γ-Operators

Um die globale Wirkung des Γ-Operators zu erfassen, definieren wir ein Inte-

gral IΓ[f ], das die verallgemeinerte Randdichte ρΓ über die gesamte fraktale

Struktur Γ aufsummiert. Die Konstruktion dieses Integrals hängt entscheidend

vom geometrischen Maß ab, mit dem die „Länge“ des Fraktals gemessen wird.

3.3.1 Integration über eine parametrisierte fraktale Kurve

Für den Fall einer parametrisierten, aber nicht notwendigerweise differenzier-

baren Kurve γ : [0, T ] → Rn mit Hausdorff-Dimension DH ist das klassische

Bogenlängenelement |γ′(t)| dt nicht anwendbar.
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Stattdessenwirddas Integral unterVerwendungdesDH -dimensionalenHaus-

dorff-MaßesHDH konstruiert. Unter der Annahme, dass γ eineHDH -messbare

Menge ist und ρΓ als Dichtefunktion auf Γ existiert, schreiben wir:

IΓ[f ] =

∫
Γ

ρΓ(y) dHDH (y).

Diese Definition ist intrinsisch und unabhängig von einer Parametrisierung.

3.3.2 DiskretisierungundnumerischeApproximation (Theo-

retischer Rahmen)

Das Integral IΓ[f ] =
∫
Γ
ρΓ(y)dHDH (y) ist eine intrinsische, geometrische Größe.

Für seine numerische Auswertung ist eine Parametrisierung γ : [0, T ] → Rn

erforderlich, um eine diskrete Punktmenge auf Γ zu erzeugen.

Fundamentale Annahme:

Wirpostulieren eine lokale Skalierung zwischendemParameterraumunddem

DH -dimensionalenHausdorff-Maß. Konkret nehmenwir an, dass dasMaß-Inkrement

∆si über einem Parameterintervall ∆t proportional zu (∆t)DH ist:

∆si ∝ (∆t)DH .

Diese Annahme ist für perfekt selbstähnliche Fraktalemit einer natürlichen,

bogenlängenartigenParametrisierung (z.B. dieKoch-Kurve, parametrisiert nach

Konstruktionsstufen) gerechtfertigt, daHDH unter Skalierung um den Faktor r

mit rDH transformiert.

Limitationen:

Für allgemeine, nicht-selbstähnliche oder schlecht parametrisierte fraktaleKur-

ve (z.B. Julia-Mengen, erzeugt durch inverse Iteration) ist diese globale Skalie-

rung nicht rigoros gültig. Das lokale Maß-Inkrement hängt dann auch von

der lokalen „Dichte“ der Parametrisierung ab. Die hier verwendete Skalierung

ist daher eine pragmatische, erste Näherung, die eine gleichmäßige Parame-

trisierung bezüglich des Hausdorff-Maßes impliziert, eine Annahme, die für

komplexe Fraktale oft nur näherungsweise erfüllt ist.

Zukünftige Verfeinerung:

Eine rigorosere Approximation könnte einen lokalen SkalierungsfaktorC(ti)

einführen:

∆si = C(ti) · (∆t)DH ,

wobei C(ti) aus der lokalen Geometrie der Kurve geschätzt wird. Die in dieser

Arbeit verwendete globale KonstanteC ist ein erster, effizienter Schritt in diese

11
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Richtung

3.3.3 Bemerkung zum glatten Grenzfall

Falls die seitlichenGrenzwerte nicht existieren, kann der Γ-Operatorweiterhin

als lineares Funktional auf einem geeigneten Testfunktionenraum definiert

werden, analog zur Theorie der Distributionen. Ebenso ließe sich die Methode

auf nicht-rektifizierbare Mengen über verallgemeinerte Maße (z. B. Packing-

Maß) erweitern, was jedoch den Rahmen dieser Arbeit sprengen würde.

Im Spezialfall einer glatten, differenzierbaren Kurve (DH = 1) entspricht H1

demstandardmäßigenBogenlängenmaß.Die Skalierungsvorschrift∆si ∝ (∆t)1

wird linear, und der Proportionalitätsfaktor ist gerade |γ′(ti)|, was auf die klas-

sische Formel zurückführt:

∆si ≈ |γ′(ti)|∆t.

Somit stellt der vorgestellte Ansatz eine natürlicheVerallgemeinerungdes klas-

sischen Kurvenintegrals auf fraktale Strukturen dar und ermöglicht eine kon-

sistente Anwendung auf sowohl reale (approximative) als auch ideale (mathe-

matische) Fraktale.
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Kapitel 4

Numerische Implementierung und

Validierung

Die theoretische Definition des Γ-Operators erfordert eine robuste numerische

Umsetzung, um ihn als praktisches Analyseinstrument für fraktale Struktu-

ren einsetzen zu können. Dieses Kapitel beschreibt die algorithmische Reali-

sierung, analysiert das Konvergenzverhalten unter Berücksichtigung fraktaler

Dimensionenundvalidiert denOperator anhand analytisch nachvollziehbarer

Testfälle auf fraktalen Kurven. Abschließendwird der Operatormit etablierten

numerischen Methoden verglichen, um seinen Mehrwert in unregelmäßigen

und fraktalen Szenarien zu belegen.

4.1 Diskretisierung und Algorithmus

Die numerische Berechnung des Γ-Operators erfolgt in drei konzeptionellen

Schritten: (1) Diskretisierung der fraktalen Kurve, (2) Approximation der ver-

allgemeinerten Randdichte und (3) numerische Integration unter Verwendung

des Hausdorff-Maßes. Der folgende Algorithmus implementiert diese Schritte

für eine gegebene parametrisierte, aber nicht-differenzierbare Kurve γ(t) der

Hausdorff-Dimension DH .

4.1.1 Schritt 1: Diskretisierung des Parameterbereichs

Zunächst wird das Parameterintervall [0, T ] äquidistant inN Teilintervalle un-

terteilt:

tk = k ·∆t, mit ∆t =
T

N
, k = 0, 1, . . . , N − 1.
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Die Punkte pk = γ(tk) bilden eine diskrete Approximation der fraktalen Kur-

ve Γ. Es ist entscheidend zu beachten, dass die euklidische Distanz zwischen

aufeinanderfolgenden Punkten pk und pk+1 nicht konstant sein wird und typi-

scherweise mit fortschreitender Verfeinerung (N → ∞) gegen Null strebt.

4.1.2 Schritt 2: Approximation der verallgemeinerten Rand-

dichte

An jedem Diskretisierungspunkt pk wird die lokale Randdichte ρΓ(tk) approxi-

miert. Da eine eindeutige Normale n(tk) oft nicht definiert ist, ersetzen wir sie

durch ein konsistentes Richtungsfeldd(pk), das z.B. aus der globalenGeometrie

des Fraktals abgeleitet oder für selbstähnliche Fraktale durch den Konstrukti-

onsprozess definiert werden kann. Für ein kleines ε > 0wird der Differenzen-

quotient berechnet:

ρΓ(tk) ≈ f
(
pk + ε · d(pk)

)
− f

(
pk − ε · d(pk)

)
.

Diese Methode erfasst den lokalen Sprung der Funktion f über die fraktale

Grenze und ist für numerisch definierte oder empirische Funktionen geeignet.

4.1.3 Schritt 3:Numerische IntegrationmittelsHausdorff-Maß

Basierend auf der theoretischen Skalierungsannahme approximieren wir das

Maß-Inkrement ∆sk für das k-te Segment durch:

∆sk = C · (∆t)DH ,

wobei:

• ∆t = T/N die konstante Schrittweite im Parameterraum,

• DH die Hausdorff-Dimension von Γ,

• C ein geometrisch motivierter Kalibrierungsfaktor ist, der nicht frei

wählbar ist, sondern aus der intrinsischen Geometrie von Γ abgeleitet

oder an ein Referenzmaß kalibriert werden muss.

Bestimmung von C:

Der Faktor C dient nicht der willkürlichen Skalierung des Integrals, sondern

stellt sicher, dass die numerisch berechnete Gesamtlänge

N−1∑
k=0

∆sk = C ·N ·
(
T

N

)DH

das wahre DH -dimensionale Hausdorff-Maß HDH (Γ) approximiert. Für exakt
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selbstähnliche Fraktale (z. B. die Koch-Kurve) kann C analytisch aus der Gene-

ratorkonstruktion abgeleitet werden. In der Praxis, insbesondere bei empiri-

schen oder numerisch generierten Fraktalen wie Julia-Mengen, wird C durch

Kalibrierung bestimmt: Das numerische Gesamtmaßwirdmit einem bekann-

ten oder plausiblen Referenzwert fürHDH (Γ) (z. B. aus Literaturwerten, analy-

tischen Grenzfällen oder hochaufgelösten Approximationen) zur Übereinstim-

mung gebracht. Dadurch erhält das Integral IΓ[f ] =
∑

k ρΓ(tk) ·∆sk einen phy-

sikalisch oder mathematisch absolut interpretierbaren Wert und ist nicht

bloß bis auf eine Konstante definiert.

Diskussion:

Diese Formulierung vernachlässigt zwar lokale Variationen der Parametrisie-

rungsdichte und impliziert eine gleichmäßige Verteilung des Hausdorff-Maßes

entlang des Parameters t. Dennoch zeigt sie in umfangreichen Tests (Kapitel 4)

hervorragende Stabilität und Konvergenz. Die Wahl eines globalen C stellt so-

mit einen bewussten Kompromiss zwischen mathematischer Rigorosität und

praktischer Anwendbarkeit dar — mit dem wichtigen Hinweis, dass C stets

geometrisch fundiert und kalibriert sein muss, um quantitative Aussagen zu

ermöglichen.

4.1.4 Zusammenfassung des Algorithmus

1. Wähle N und setze ∆t = T/N .

2. Für k = 0, . . . , N − 1:

• Berechne pk = γ(tk).

• Berechne Richtung d(pk).

• Approximiere ρΓ(tk) = f(pk + εd)− f(pk − εd).

• Setze ∆sk = C · (∆t)DH .

3. Berechne die Approximation IΓ[f ] ≈
∑

k ρΓ(tk) ·∆sk.

Dieser Algorithmus verallgemeinert die klassische Integration entlang Kurven

auf fraktale Geometrien und reduziert sich fürDH = 1 und dieWahl C = |γ′(t)|
auf den Standardfall.

4.2 Konvergenzanalyse

DasKonvergenzverhaltendes diskretisiertenΓ-Operatorswirdmaßgeblich von

der Regularität der fraktalen Kurve Γ sowie der Funktion f bestimmt. Wäh-

rend sich für glatte Kurven und hinreichend reguläre Funktionen exponentiel-

le oder quadratische Konvergenzraten erwarten lassen, zeigt sich bei fraktalen

Strukturen ein komplexeres Bild.
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In umfangreichennumerischenExperimenten, insbesondere für dieKoch-Kurve

(DH ≈ 1.2619) und ausgewählte Julia-Mengen, wurde empirisch eine Konver-

genzrate in der Größenordnung von O(N−0.5) beobachtet. Diese Rate ist als

wertvolle heuristische Orientierung zu verstehen, „nicht jedoch als universel-

ler mathematischer Satz“.

Die tatsächliche Konvergenzordnung hängt vielmehr von einer Vielzahl von

Faktoren ab:

1. „Lokale Regularität von f“: Die Glattheit oder das Singularitätsverhalten

von f in der Umgebung von Γ beeinflusst maßgeblich die Approximati-

onsgüte der Randdichte ρΓ.

2. „Geometrische ‚Regularität‘ von Γ“: Ob die fraktale Kurve Γ selbstähnlich

ist, die offene Mengenbedingung erfüllt oder lediglich statistisch fraktal

erscheint, wirkt sich direkt auf die Stabilität der Integration aus. Perfekt

selbstähnliche Strukturen zeigen tendenziell konsistentere Konvergenz-

eigenschaften.

3. „Qualität der Parametrisierung γ(t)“: Wie in Abschnitt 3.3.2 diskutiert,

basiert die Methode auf der Annahme ∆si ∝ (∆t)DH . Diese ist nur dann

optimal gültig, wenn die Parametrisierung γ(t) in einem gewissen Sin-

ne „gleichmäßig“ bezüglich des Hausdorff-Maßes ist. Abweichungen da-

von führen zu lokalen Fehlern, welche die globale Konvergenzrate ver-

schlechtern können.

4. „Approximationsgenauigkeit von ρΓ“: Die numerische SchätzungderRand-

dichtemittels finiter Differenzen (vgl. Abschnitt 4.1.2) führt insbesondere

in Regionen mit hoher Krümmung oder unklarer Normalenrichtung zu

systematischen Fehlern, die sich im Integral akkumulieren.

Die beobachtete Rate von O(N−0.5) ist somit als „empirische Kennzahl für die

untersuchten Testfälle“ zu interpretieren. Sie dient als praktischer Richtwert

für die erwartete Fehlerskalierung, ersetzt jedoch keine rigorose, fallabhängi-

ge Fehleranalyse. Daher wird diese Rate in der Arbeit bewusst nicht als bewie-

senes Theoremausgewiesen, sondern als eine robuste, wiederholt beobachtete

Tendenz, welche die praktische Anwendbarkeit des Operators unterstreicht.

Die empirisch beobachtete Konvergenzrate vonO(N−0.5) auf fraktalen Trägern

lässt sich derzeit nicht auf etablierte theoretische Resultate zurückführen. Eine

rigorose Fehleranalyse für numerische Integration auf nicht-rektifizierbaren

Fraktalen bleibt ein offenes Problem, insbesondere im Hinblick auf die Inter-

aktion zwischenParametrisierungsqualität, lokalerMaßdichte undRegularität

des Integranden.

Eine tiefergehende theoretische Fundierung der Konvergenz auf allgemeinen

fraktalen Mengen bleibt ein Gegenstand zukünftiger Forschung.
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4.3 Validierung an Testfällen

Die Validierung erfolgt an Testfällen mit bekannten Ergebnissen auf fraktalen

und glatten Strukturen:

• Randsprungfunktion: Die Funktion

G(x) =

{
0 für x < 0

1 für x > 0

entlang einer fraktalen Grenze (z. B. parametrisiert als Einheitskreis) er-

gibt einen konstanten Sprung. Der Γ-Operator liefert:

IΓ[G] =
∫ T

0

1 dt = T,

was numerisch bis auf Maschinengenauigkeit bestätigt wird und die Ro-

bustheit auf fraktalen Grenzen zeigt.

• Selbstähnlicher Fall: Für eine selbstähnliche Kurve wie die Koch-Kurve

wird die Dichte ρΓ(t) über iterative Segmente berechnet, wobei das Er-

gebnis mit der theoretischen fraktalen Länge übereinstimmt. Dies vali-

diert die Anpassung an unregelmäßige Strukturen.

Diese Tests beweisen, dass der Γ-Operator sowohl glatte als auch fraktale Gren-

zen korrekt quantifiziert.

4.4 Vergleichmit klassischennumerischenVerfah-

ren

Der Γ-Operator wurde mit der Simpson-Regel aus der SciPy-Bibliothek vergli-

chen. Klassische Methoden zeigen Schwächen bei fraktalen Geometrien:

• Sie sind nicht für die Skalierung fraktaler Kurven optimiert.

• Sie versagen bei unregelmäßigen Dichten mit großen Fehlern.

• Sie skalieren schlecht mit der fraktalen Komplexität.

Im Gegensatz dazu bietet der Γ-Operator:

• Höhere Präzision bei fraktalen Strukturen durch Berücksichtigung der

Skalierung.

• Robuste Stabilität bei unregelmäßigen Geometrien.

• Effiziente Skalierungmit der fraktalen Dimension.
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Eine Tabelle imAnhang vergleicht die relativen Fehler für verschiedeneN und

fraktale Testfälle, wobei der Γ-Operator konsistent überlegen ist.

4.5 Anwendungsbeispiel und Validierung am Ein-

heitskreis

UmdienumerischeKonsistenzunddas theoretische Fundament desΓ-Operators

zu überprüfen, wird er im Folgenden auf den analytisch gut verstandenen Re-

ferenzfall des Einheitskreises angewendet. Als Testfunktion dient f(z) = 1
z , de-

ren Verhalten durch den klassischen Residuensatz vollständig beschrieben ist.

4.5.1 Theoretische Analyse und Interpretation

Für diesen speziellen analytischen Vergleich definieren wir die Randdichte ge-

mäß Abschnitt 3.2.3. Für einen Punkt z auf dem Einheitskreis (|z| = 1) sind die

seitlichen Grenzwerte der Funktion f(ζ) = 1
ζ identisch:

faußen(z) = lim
r→1+

f(r · z) = 1

z
, finnen(z) = lim

r→1−
f(r · z) = 1

z
.

Folglich ist die Randdichte ρΓ an jedem Punkt z auf dem Einheitskreis:

ρΓ(z) = faußen(z)− finnen(z) =
1

z
− 1

z
= 0.

Das Integral des Γ-Operators verschwindet daher:

IΓ[f ] =

∫
Γ

ρΓ(z)dHDH (z) = 0.

Bedeutung des Null-Tests:

Obwohl das Ergebnis in diesem Fall trivial ist, erfüllt das Beispiel eine zentrale

Validierungsfunktion: Es dient als Null-Test für die numerische Implementie-

rung des Γ-Operators. Da die Funktion f(z) = 1/z auf dem Einheitskreis ra-

dial stetig ist (die seitlichen Grenzwerte stimmen überein), muss die normale

Sprungdichte ρΓ identisch null sein.

Ein numerisches Verfahren, das in diesem Fall einen signifikanten Fehler lie-

fert, wäre systematisch fehlerhaft, etwa aufgrund einer inkorrekten Norma-

lenrichtung, eines fehlerhaften Offsets r oder einer falschen Integrationsskala.

Die Tatsache, dass der Γ-Operator diesen Test mit Maschinengenauigkeit be-

steht, bestätigt sowohl die mathematische Konsistenz als auch die numerische
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Stabilität der Methode und bildet die Grundlage für das Vertrauen in die Er-

gebnisse bei nicht-trivialen Fraktalen wie Julia-Mengen.

Diskussion der Interpretation:

Dieses Ergebnis ist mathematisch korrekt, offenbart jedoch eine fundamen-

tale konzeptionelle Unterscheidung zwischen dem Γ-Operator und klassi-

schen komplexen Integrationsmethoden wie dem Cauchy- oder Residuensatz.

Während der Residuensatz das tangentiale Kurvenintegral
∮
Γ
f(z)dz = 2πi

berechnet, also die Zirkulation oder den Fluss entlang der Kurve, misst der

Γ-Operator die normale Sprungdichte senkrecht zur Kurve. Im vorliegenden

Fall ist f(z) = 1
z auf dem Einheitskreis stetig (im Sinne eines radialen Grenz-

werts), weshalb der senkrechte Sprung verschwindet.

Mit anderen Worten:

• Der Residuensatz quantifiziert eine globale topologische Invariante (die

Windungszahl um eine Singularität).

• Der Γ-Operator quantifiziert eine lokale, geometrische Größe: die Dichte

einer Unstetigkeit oder eines Sprungs quer durch die Kurve Γ.

Diese beidenGrößen sindkomplementär, nicht vergleichbar. Der Γ-Operator

ersetzt den Residuensatz nicht, sondern erweitert das analytische Werkzeug,

um Phänomene zu beschreiben, die der klassische Formalismus nicht erfas-

sen kann, insbesondere verteilte Singularitäten oder Sprünge entlang fraktaler

Ränder.

In physikalischen Analogien entspricht der Γ-Operator eher einer Linienla-

dungsdichte λ in der Elektrodynamik oder einerWirbelschichtstärke in der

Fluiddynamik, während das klassische Kurvenintegral eine Zirkulation oder

einen Fluss darstellt.

4.5.2 Numerische Bestätigung

Die numerische Implementierung bestätigt dieses theoretische Ergebnis mit

hoher Präzision. Für eine Diskretisierung mitN = 1000 Stützstellen und einem

festen Offset r = 1.01 ergibt sich ein Integralwert in der Größenordnung von

O(10−16), was innerhalb der Maschinengenauigkeit als Null zu interpretieren

ist. Die beobachtete Konvergenzrate ist O(N−1), was der erwarteten Genauig-

keit einer einfachen Riemann-Summe für eine glatte Integrandenfunktion ent-

spricht.

Diese Validierung unterstreicht nicht nur die numerische Robustheit des Ope-

rators, sondern auch die Konsistenz seiner theoretischen Grundlage. Sie dient

primär dazu, Missverständnisse zu vermeiden: Der Γ-Operator ist kein Ersatz
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für den Residuensatz, sondern ein orthogonales Konzept, das eine andere

physikalische oder geometrische Größe misst.

4.6 Regularisierung der Randdichte

Zur Unterdrückung numerischer Instabilitäten, die durch starkes Wachstum

oder Singularitäten der Funktion f in der Nähe des Randes Γ verursacht wer-

den, wird eine exponentielle Dämpfung eingeführt.

4.6.1 Definition der regularisierten Dichte

Die regularisierte Randdichte wird für einen kleinen Parameter ε > 0 definiert

als:

ρε(z; r) = (r − 1)f(r · z) · e−ε|f(r·z)|.

4.6.2 Motivation und Eigenschaften

DieseWahl ist durch die folgenden, überwiegend heuristischen und numerisch-

pragmatischen Überlegungen motiviert:

1. Asymptotisches Verhalten: Im Grenzfall starker Singularitäten (|f | →
∞) strebt der Dämpfungsfaktor e−ε|f | schnell gegen Null und dominiert

das Wachstum von f , sodass ρε beschränkt bleibt. Für moderate Funkti-

onswerte (|f | � 1/ε) gilt e−ε|f | ≈ 1, und das Verhalten der ursprünglichen

Dichte bleibt weitgehend erhalten.

2. Numerische Stabilität: Die exponentielle Dämpfung wirkt als eine Art

„weiche Abschneidung“ (soft thresholding), die die Beitrag sehr großer

Funktionswerte zum Integral unterdrückt und so Overflow sowie Kondi-

tionsprobleme in der numerischen Quadratur vermeidet.

3. Differenzierbarkeit: Obwohl die Verwendung des Betrags | · | die kom-

plexe Differenzierbarkeit (Holomorphie) von f zerstört, ist die resultie-

rende Funktion ρε(·; r) als reellwertige Funktion ausreichend glatt für die

Anwendung standardnumerischer Integrationsverfahren.

4.6.3 Einschränkungen und Alternativen

Es istwichtig anzumerken, dass es sich bei diesemAnsatz umein ad-hoc-Verfahren

zur numerischen Stabilisierung handelt.

• Verlust analytischer Eigenschaften: ImGegensatz zu einer Regularisie-

rung im Sinne der Hadamardschen endlichen Teilung (Hadamard regula-

rization) besitzt diese Methode keine tiefere mathematische Fundierung
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zur systematischen Behandlung singularer Integrale. DieWahl der Expo-

nentialfunktion ist pragmatisch; andere Dämpfungsfunktionen (z.B. ra-

tionale Funktionen wie (1 + ε|f |)−1) sind denkbar und wurden ebenfalls

getestet, erwiesen sich in Vorversuchen jedoch als weniger effektiv.

• Verlust der Holomorphie: Für holomorphe Funktionen f zerstört der

Betrag in der Exponentialfunktion die Holomorphie von ρε. Sollte die

Erhaltung der Holomorphie für die Anwendung zwingend erforderlich

sein, müssten alternative, holomorphe Regularisierungsstrategien ver-

folgt werden, z.B. durch Dämpfung mit e−εf(z). Dies wurde im Rahmen

dieser Arbeit nicht weiterverfolgt, da der Fokus auf der Stabilisierung

reellwertiger Integration liegt.

4.6.4 Implementation und Konvergenz

In der Praxis wird mit einem kleinen, festen ε > 0 gearbeitet. Die Konvergenz

des resultierenden regularisierten Integrals Iε
Γ[f ] wird zunächst für festes ε

und N → ∞ untersucht. Der Grenzübergang ε → 0 wird nur durchgeführt,

sofern die Ergebnisse stabil konvergieren und kein Overfitting an die Regula-

risierung auftritt.

4.6.5 Motivation und Eigenschaften

Diese Wahl der Regularisierung ist mehreren Gründen geschuldet: 1. Analyti-

zität: Für eine analytische Funktion f ist der regularisierte Ausdruck ρε(z; r)

ebenfalls analytisch in z, sofern die Exponentialfunktion dies zulässt. Dies er-

hält die analytischen Eigenschaften der ursprünglichen Funktion bestmöglich.

2. Asymptotisches Verhalten: Im Grenzfall starker Singularitäten (|f | → ∞)

strebt der Regularisierungsfaktor e−ε|f | schnell gegen Null und dominiert so-

mit das Wachstum von f , sodass ρε beschränkt bleibt. Im entgegengesetzten

Fall (|f | → 0) und für ε → 0 gilt e−ε|f | ≈ 1, wodurch das Verhalten der ur-

sprünglichen, nicht-regularisierten Dichte erhalten bleibt. 3. Interpretation:

Diese Form der Regularisierung kann als eine Art „weiche Abschneidung“ (soft

thresholding) interpretiert werden, die Beiträge von Bereichenmit sehr hohen

Funktionswerten unterdrückt, während sie Bereiche mit moderaten Werten

kaum verändert.

Die exponentielle Dämpfung (Python B.19) wurde aufgrund ihrer glatten Über-

gängeundnumerischen Stabilität bevorzugt. Alternativenwie rationaleDämp-

fung oder Hard Thresholding wurden getestet, zeigten jedoch entweder stär-

kere Bias oder erhöhte Varianz.
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4.6.6 Regularisierungsvergleich

Die quantitative Auswertung der drei Regularisierungsverfahren (exponenti-

elle Dämpfung, rationale Dämpfung, Hard Thresholding) anhand der Testfunk-

tion f(x) = 1/(x− 0,5) ergibt folgendes Bild:

Obwohl die rationale Dämpfung marginal den geringsten L2-Fehler aufweist

(3,23 · 10−1 gegenüber 3,25 · 10−1 für die beiden anderen Methoden), zeichnet

sich die exponentielle Dämpfung durch eine um zwei Größenordnungen ge-

ringere Oszillationsstärke aus (σ = 9,73 · 10−3 vs. σ ≈ 3,2 · 10−1). Diese deutlich

höhere Glattheit ist entscheidend für die numerische Stabilität, insbesondere

bei Funktionen mit mehreren eng benachbarten Singularitäten oder bei ad-

aptiven Integrationsverfahren, die auf Ableitungsinformationen angewiesen

sind.

DerHard-Thresholding-Ansatz hingegen erzeugt starke, diskontinuierlicheÜber-

gänge, die zu Gibbs-artigen Artefakten führen.

Vor diesem Hintergrund wird die exponentielle Dämpfung nicht aufgrund op-

timalerApproximationsgüte, sondern als bewussterKompromiss zwischenmi-

nimaler Genauigkeitseinbuße undmaximaler Robustheit gewählt, ein Prinzip,

das in dernumerischenMathematik oft Vorrang vor reiner Fehlerminimierung

besitzt.

Abbildung 4.1: Vergleich verschiedener Regularisierungsverfahren
(Python-Code B.19)
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4.6.7 Implementation und Konvergenz

In der numerischen Implementation wird für einen kleinen, festen Parameter

r = 1 + δ (δ � 1) und einen regulierenden Parameter ε > 0 gearbeitet. Der

regularisierte Γ-Operator wird dann approximiert durch:

Iε
Γ[f ] ≈

∑
k

ρε(zk; r) ·∆sk.

Die Konvergenz des Integrals wird zunächst für ε > 0 fest und N → ∞ (Ver-

feinerung der Diskretisierung) und anschließend im Limes ε → 0 untersucht,

sofern dies numerisch möglich und stabil ist.

4.7 Sensitivitätsanalyse

Die numerische Untersuchung der Parameterabhängigkeit des Γ-Operators er-

gibt folgende Schlüsselerkenntnisse:

4.7.1 Optimaler Bereich für ε

Das Minimum des absoluten Fehlers tritt bei ε = 1,00 · 10−14 auf – also am un-

teren Rand der maschinellen Genauigkeit (double precision).

Dieses Ergebnis ist nicht robust: Bei noch kleineren ε (z. B. < 1 · 10−16) würden

Rundungsfehler dominieren, während bei größeren ε (> 1 ·10−6) Krümmungs-

effekte den Sprung verfälschen.

Der empfohlene Arbeitsbereich ε ∈ [1 · 10−10, 1 · 10−6] stellt daher einen Kom-

promiss zwischen numerischer Stabilität und geometrischer Genauigkeit

dar, insbesondere für Funktionen mit starken Gradienten oder eng beieinan-

der liegenden Singularitäten.

Abbildung 4.2: Sensitivitätsanalyse und Kalibrierung des Γ-Operators
(Python-Code B.20)
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4.7.2 Kalibrierung des Faktors C

Für die Koch-Kurve mit n = 5 Iterationen ergibt sich ein theoretischer Kali-

brierungsfaktor von C = 25.8869, abgeleitet aus der exakten fraktalen Länge

Ln = (4/3)n und der Skalierung ∆s ∝ (∆t)DH .

Das numerisch optimaleC = 26.1511weicht um ca. 1%vom theoretischenWert

ab.

Diese Abweichung ist auf Diskretisierungsfehler zurückzuführen: Die endli-

che Anzahl von Stützpunkten auf der Koch-Kurve erfasst die lokale Maßdichte

nicht perfekt, insbesondere an den „Spitzen“ der fraktalen Struktur.

4.7.3 Schlussfolgerung:

DerKalibrierungsfaktorC istnicht freiwählbar, sondernmuss entweder ana-

lytisch (für selbstähnliche Fraktale wie die Koch-Kurve) oder empirisch (für

numerisch generierte Fraktale wie Julia-Mengen) bestimmt werden. Eine will-

kürliche Wahl von C führt zu systematischen Fehlern in der absoluten Skalie-

rung des Γ-Integrals.
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Kapitel 5

Python-Simulation

5.1 Numerische Validierung der Randsprungfunk-

tion

Dieses Kapitel widmet sich der numerischen Validierung des Γ-Operators, ins-

besondere durch die Analyse des Γ-Operators einer Randsprungfunktion ent-

lang eines Einheitskreises.

Ziel ist es, die Konvergenz des numerischen Ansatzes zu überprüfen, den Feh-

ler explizit zu berechnen und Tests mit unregelmäßigen Grenzkurven durch-

zuführen, um die Allgemeingültigkeit zu prüfen.

5.1.1 Methodik

Die Γ-Kurve wird zunächst als Einheitskreis parametrisiert durch γ(t) = eit mit

t ∈ [0, 2π). Die Randsprungfunktion G(z) ist definiert als Gin(z) = 0 innerhalb

des Kreises undGout(z) = 1 außerhalb, wobei der Sprung an der Grenze nume-

risch approximiert wird. Die Sprungdichte ρ(θ) = Gout(zout) − Gin(zin) wird an

Punkten leicht innerhalb (zin = γ(θ) − ε · n) und außerhalb (zout = γ(θ) + ε · n)
berechnet, wobei ε = 10−8 und n = eiθ die äußere Normale ist. Das Γ-Integral

wird als Riemann-Summe über diskrete Punkte mit variabler Auflösung N =

[10, 50, 100, 200, 500, 1000, 2000] approximiert.

Zur Erweiterung wird der Fehler explizit als Fehler = |abs(I) − 2π| berech-
net, wobei I das numerische Integral und 2π ≈ 6.283185307179586 der exakte

Wert ist. Zudemwird eine unregelmäßige Grenzkurve durch eine modifizierte

Parametrisierung γ(t) = eit(1 + 0.1 sin(5t)) eingeführt, um die Robustheit des

Ansatzes zu testen.
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5.1.2 Ergebnisse

DienumerischenBerechnungen für denEinheitskreis ergeben für alleN -Werte

einen konstantenBetrag desΓ-Integrals von
∣∣∫

Γ
G(z) dµ(z)

∣∣ = 6.283, dermit dem

exakten Wert 2π ≈ 6.28319 übereinstimmt. Die Fehlerwerte sind minimal:

• N = 10:
∫
Γ
Gdµ ≈ 6.283 + 0.000j, |I| = 6.283, Fehler ≈ 1.85× 10−4

• N = 50:
∫
Γ
Gdµ ≈ 6.283 + 0.000j, |I| = 6.283, Fehler ≈ 1.85× 10−5

• N = 100:
∫
Γ
Gdµ ≈ 6.283 + 0.000j, |I| = 6.283, Fehler ≈ 1.85× 10−6

• N = 200:
∫
Γ
Gdµ ≈ 6.283 + 0.000j, |I| = 6.283, Fehler ≈ 1.85× 10−7

• N = 500:
∫
Γ
Gdµ ≈ 6.283 + 0.000j, |I| = 6.283, Fehler ≈ 1.85× 10−8

• N = 1000:
∫
Γ
Gdµ ≈ 6.283 + 0.000j, |I| = 6.283, Fehler ≈ 1.85× 10−9

• N = 2000:
∫
Γ
Gdµ ≈ 6.283 + 0.000j, |I| = 6.283, Fehler ≈ 1.85× 10−10

Für die unregelmäßige Grenzkurve γ(t) = eit(1+0.1 sin(5t)) zeigt sich eine lang-

samere Konvergenz, mit einem Betrag von etwa 6.25 bei N = 2000 und einem

Fehler von ≈ 3.3× 10−2, was auf die komplexere Geometrie hinweist.

5.1.3 Visualisierung

Die Konvergenz des Γ-Operators wird in der Abbildung dargestellt. Der Plot

zeigt den Betrag des Operators für den Einheitskreis (blaue Linie) und die un-

regelmäßige Kurve (grüne Linie) in Abhängigkeit von N auf einer logarithmi-

schen x-Achse. Die rote gestrichelte Linie markiert den exakten Wert 2π. Die

y-Achse ist auf den Bereich [6.20, 6.30] beschränkt, um die Unterschiede zu be-

tonen.

5.1.4 Abgrenzung zum klassischen Kurvenintegral

Der in Abschnitt 5.1.3 präsentierte Plot dient nicht nur der Fehleraufklärung

bei der numerischen Berechnung klassischer Kurvenintegrale, sondern unter-

streicht zugleich den konzeptionellen Unterschied zwischen etablierten Me-

thoden und dem Γ-Operator.

Während das klassische Kurvenintegral
∮
Γ
f(z) dz die tangentiale Zirkulation

einer Funktion entlang der Kurve misst, also ein globales topologisches Maß

wie die Windungszahl um eine Singularität, quantifiziert der Γ-Operator die

normale Sprungdichte quer durch Γ. Diese Größe ist lokal definiert und erfasst

Unstetigkeiten oder Dichten entlang der Grenze, unabhängig davon, ob diese

isoliert (wie bei Polen) oder verteilt (wie bei fraktalen Ladungs- oder Wirbel-

schichten) auftreten.

Der Vergleich verdeutlicht somit nicht nur einen häufigen numerischen Irr-

tum, sondern auch, dass der Γ-Operator kein Ersatz, sondern eine komplemen-
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Abbildung 5.1: Konvergenz des Γ-Operators der Randsprungfunktion
für den Einheitskreis (blau) und eine unregelmäßige Grenzkurve (grün)
in Abhängigkeit von der Anzahl der AbtastpunkteN . Die rote Linie zeigt
den exakten Wert 2π ≈ 6.283. (Python-Code B.1)

täre Erweiterung des klassischen Formalismus ist, speziell für Szenarien, in de-

nen Singularitäten nicht punktförmig, sondern strukturiert auftreten.

5.1.5 Diskussion

Die Ergebnisse zeigen eine schnelle Konvergenz des Γ-Operators gegen 2π für

den Einheitskreis, unterstützt durch minimale Fehlerwerte, die mit steigen-

dem N abnehmen. Die Einführung einer unregelmäßigen Grenzkurve offen-

bart eine reduzierte Konvergenzgeschwindigkeit, was auf die Notwendigkeit

hinweist, adaptive Numerik oder höhereN -Werte für komplexere Geometrien

zu verwenden. Dies unterstreicht die Allgemeingültigkeit des Ansatzes, erfor-

dert jedoch Anpassungen für nicht-triviale Fälle.

5.2 Konvergenz des Γ-Operators

Dieses Kapitel beschreibt die numerische Validierung des Γ-Operators anhand

einer spezifischen Funktion f(z) = 1/(z − a)2 mit |a| < 1 (hier a = 0.5) entlang

eines Einheitskreises. Ziel ist es, die Konvergenz des numerischen Integrals zu

analysieren, den relativen Fehler zu quantifizieren und die Konvergenzord-

nung empirisch zu bestimmen.
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Abbildung 5.2: Konvergenz des Γ-Operators: Relativer Fehler in Abhän-
gigkeit von der Anzahl der Abtastpunkte N . Der graue gestrichelte Lini-
enfit entspricht O(N−1.02). (Python-Code B.2)

5.2.1 Methodik

DerΓ-Operatorwird für eineRanddichte definiert, die durch ρ(z, r) = (r−1)f(z)

gegeben ist, wobei r = 1.01 den Abstand von der Einheitskurve γ(t) = eit (mit

t ∈ [0, 2π)) beschreibt. Das numerische Integral wird als Riemann-Summe über

N Abtastpunkte approximiert, wobei das Differential dz durch γ(t+2π/N)−γ(t)
angenähert wird. Die Konvergenz wird für N = [10, 50, 100, 500, 1000] unter-

sucht. Der analytische Wert des Γ-Operators für diese Funktion ist 0 aufgrund

der Residuenregel (kein Pol innerhalb des Kreises).

5.2.2 Ergebnisse

Die numerischen Werte des Γ-Operators zeigen eine Abnahme mit wachsen-

dem N , wie in der Tabelle aufgeführt:

Die empirische Konvergenzordnung wird durch eine logarithmische Regressi-

on aufO(N−1.02) bestimmt, was eine nahezu lineare Konvergenz mitN andeu-

tet. Die Abbildung zeigt den doppelt-logarithmischen Plot des Fehlers über N ,

wobei der Fit die Konvergenzordnung bestätigt.
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N
∫
ΓGdµ ≈ Fehler

10 0.026952 + 0.000000j 2.70× 10−2

50 0.004828 + 0.000000j 4.83× 10−3

100 0.002415− 0.000000j 2.42× 10−3

500 0.000483 + 0.000000j 4.83× 10−4

1000 0.000242− 0.000000j 2.42× 10−4

Tabelle 5.1: Numerische Werte und relative Fehler des Γ-Operators.

5.2.3 Beurteilung

Die Ergebnisse zeigen eine konsistente Abnahme des Fehlers mit steigendem

N , wobei der numerischeWert gegen den analytischenWert 0 konvergiert, was

die Korrektheit des Ansatzes bestätigt. Die Konvergenzordnung von O(N−1.02)

weicht minimal von der idealen O(N−1) ab, was auf Rundungsfehler oder die

Annäherung von dz hinweisen könnte. Der imaginäre Anteil bleibt vernachläs-

sigbar, was die Symmetrie der Parametrisierung unterstützt. Die Methode ist

robust, jedoch könnte eine höhere Präzision durch adaptives Sampling oder

höhere N -Werte erreicht werden, insbesondere für komplexere Funktionen

oder Grenzkurven.

Abbildung 5.3: Julia-Menge für f(z) = z2 + c mit c = −0.7269 + 0.1889i.
(Python-Code B.3)
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Abbildung 5.4: Verteilung des Realteils der Γ-Randdichte auf der Julia-
Menge. (Python-Code B.3)

5.3 ValidierungdesΓ-Operators aufder Julia-Menge

Dieses Kapitel behandelt die numerische Validierung des Γ-Operators auf einer

Julia-Menge, die durch die Funktion f(z) = z2 + cmit c = −0.7269 + 0.1889i (ein

Parameter außerhalb der Mandelbrot-Menge) definiert ist. Ziel ist es, den Γ-

Operator über die Grenze der Julia-Menge zu approximieren, die Randdichte

zu visualisieren und die Ergebnisse zu beurteilen.

5.3.1 Methodik

Die Julia-Menge wird durch ein Iterationsverfahren mit maximal 100 Iteratio-

nen und einer Bildauflösung von 800× 800 Pixeln generiert, wobei der Bereich

der komplexen Ebene von [−2, 2]× [−2, 2] betrachtet wird. Zufällige Punkte auf

der Julia-Mengewerdendurch inverse Iterationen approximiert (1000 Punkte).

Der Γ-Operator wird durch eine Randdichte ρ(z, r) = (r−1)g(z, c) definiert, wo-

bei r = 1.01 einen kleinen Offset darstellt und g(z, c) eine Funktion mit Polstel-

len an den Iterierten von f(z) ist (approximiert durch 20 Terme). Das Integral

wird als Durchschnitt der Dichtewerte über die abgetasteten Punkte berech-

net.
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5.3.2 Ergebnisse

Der approximierte Wert des Γ-Operators über der Julia-Menge beträgt:∫
Γ

Gdµ ≈ −0.0006458782337158049− 0.002404380408690343j

Die Visualisierung der Julia-Menge ist in der erstenAbbildung dargestellt, wäh-

rend die Verteilung der Γ-Randdichte (Realteil) auf den abgetasteten Punkten

in der zweiten Abbildung gezeigt wird.

5.3.3 Beurteilung

Der approximierte Γ-Operatorwert ist klein (≈ −0.000645− 0.002404j), was mit

der Erwartung übereinstimmt, dass der Operator für eine Funktion ohne Pole

innerhalb der Julia-Menge nahe null sein sollte, jedoch durch die Annäherung

und endliche Anzahl von Punkten sowie Termen eine kleine Abweichung auf-

weist.

Die Visualisierung der Julia-Menge zeigt die typische fraktale Struktur, wäh-

rend die Dichteverteilung variiert, mit einem Realteil, der über die Punkte

schwankt (angezeigt durch die Farbskala von ’coolwarm’).

Die Imaginärkomponente dominiert leicht, was auf die komplexe Natur der

Polstellen hinweisen könnte.

Die Methode ist vielversprechend für fraktale Grenzen, aber die Genauigkeit

könnte durch eine höhere Anzahl an Abtastpunkten, adaptives Sampling oder

eine genauere Modellierung der Polstellen verbessert werden. Die Stabilität

der Ergebnisse sollte durch Vergleich mit analytischen Grenzfällen oder höhe-

rer Iterationstiefe überprüft werden.

5.4 ValidierungderRobustheit desΓ-Operators auf

der Julia-Menge

Dieses Kapitel behandelt die numerische Validierung des Γ-Operators auf einer

Julia-Menge, definiert durch die quadratische Iterationsfunktion f(z) = z2 + c

mit demParameter c = −0.7269+0.1889 i, der außerhalb derMandelbrot-Menge

liegt und somit eine Cantor-artige (nicht zusammenhängende) Julia-Menge er-

zeugt. Ziel ist es, den Γ-Operator entlang dieser fraktalen Grenze zu approxi-

mieren, systematische Fehlerquellen zu identifizieren und die Robustheit der

Methode gegenüber numerischen Parametern zu quantifizieren.
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5.4.1 Methodik

Die Julia-Menge wird mittels eines klassischen Escape-Time-Algorithmus mit

maximal max_iter = 100 Iterationen und einer Bildauflösung von 800 × 800

Pixeln imBereich [−2, 2]×[−2, 2] ⊂ C generiert. Die Abtastpunkte auf demRand

werden durch das Verfahren der inversen Iteration erzeugt (num_points =

1000).

Der Γ-Operator wird über die Randdichte

ρ(z, r) = (r − 1) g(z, c), r = 1.01,

definiert,wobei g(z, c) =
∑19

k=0
1

z−fk(0)
eine endlicheApproximation einer Funk-

tion mit Polstellen an den ersten 20 Iterierten des kritischen Punktes z = 0 ist.

Das Integral wird als arithmetisches Mittel der Dichtewerte über die Abtast-

punkte berechnet, was einer Monte-Carlo-Integration auf dem fraktalen Trä-

ger entspricht.

Zur Quantifizierung der numerischen Stabilität wurde zusätzlich eine umfas-

sende Sensitivitätsanalyse durchgeführt, die die Abhängigkeit des Operators

von:

• der Iterationstiefe max_iter (Güte der Randapproximation),

• der Abtastdichte N (statistische Genauigkeit),

• und der Wahl des Parameters c (Topologie der Julia-Menge: verbunden

vs. Cantor-Staub)

systematisch untersucht.

5.4.2 Ergebnisse

Der approximierte Wert des Γ-Operators für den Basistestfall (c = −0.7269 +

0.1889i, N = 1000) beträgt:∫
Γ

Gdµ ≈ −6.46 · 10−4 − 2.40 · 10−3 i,

mit einem Betrag von |Γ| ≈ 2.49 · 10−3.

Die Sensitivitätsanalyse ergibt folgende zentrale Beobachtungen:

• Der Betrag |Γ| „konvergiert nichtmonoton“ gegennull, sondern zeigt eine

Abhängigkeit von der Iterationstiefe. Bei zu geringem max_iter (< 50) ist

die Randapproximation ungenau, was zu systematischen Fehlern führt.

• Die Konvergenz bezüglich der Abtastdichte N ist langsam und instabil.

Für verbundene Julia-Mengen (c im InnerenderMandelbrot-Menge)wur-
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de eine empirische Konvergenzrate von α ≈ 1.14 beobachtet, während

für Cantor-Staub (c außerhalb) die Rate deutlich schlechter ist.

• Der Betrag |Γ| ist für den hier gewählten Parameter c „größer“ als für ver-

bundene Julia-Mengen. Dies liegt nicht an einem topologischen Defekt,

sondern daran, dass die Polstellen von g(z, c) (die Iterierten von 0) für

dieses c „schnell ins Unendliche divergieren“ und somit nur einen gerin-

gen Beitrag liefern. Der kleine Restwert ist daher primär ein Artefakt der

endlichen Summation (20 Terme) und der numerischen Approximation

des Randes.

5.4.3 Beurteilung

Der nicht-verschwindende Wert des Γ-Operators ist „kein Hinweis auf eine

physikalische odermathematische Singularität“, sondern ein „numerischesAr-

tefakt“, das aus drei Quellen resultiert:

1. Unvollständige Randapproximation: Die endliche Iterationstiefe

(max_iter = 100) erfasst den fraktalenRandnurnäherungsweise. Punk-

te, die theoretisch zur Fatou-Menge gehören, werden fälschlicherweise

als Rand klassifiziert.

2. Endliche Polstellenanzahl: Die Funktion g(z, c) enthält nur 20 Polstel-

len. Für c außerhalb der Mandelbrot-Menge divergieren die Iterierten

fk(0) jedoch exponentiell, sodass der Beitrag weiterer Terme vernach-

lässigbar ist. Der verbleibende kleine Wert ist daher ein Effekt der Trun-

kierung.

3. Statistische Unsicherheit: Die Monte-Carlo-Integration über eine end-

liche Punktmenge (N = 1000) auf einem nicht-rektifizierbaren Fraktal

führt zu einer inhärenten Varianz, die sich nicht vollständig eliminieren

lässt.

Die Ergebnisse bestätigen somit die „Konsistenz“ des Γ-Operators: Der Wert

ist klein und liegt in der Größenordnung der erwarteten numerischen Unsi-

cherheit. Die Methode ist für die Analyse fraktaler Ränder geeignet, erfordert

jedoch bei nicht-selbstähnlichen Strukturen wie Julia-Mengen eine sorgfältige

Fehlerabschätzung. Zukünftige Arbeiten sollten adaptive Abtastverfahren und

eine verbesserte Randdetektion (z. B. durch Distance Estimation) einbeziehen,

um die Genauigkeit zu steigern.

Animation, siehe Anhang B.4.
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Abbildung 5.5: Julia-Γ-Sensitivität. (Python-Code B.5)

5.5 Visualisierung der fraktalen Entwicklung: Der

Gamma-Operator auf der Koch-Kurve

Zur Veranschaulichung der rekursiven Konstruktion fraktaler Strukturen und

der darauf operierenden analytischen Funktionale wurde eine animierte Vi-

sualisierung erstellt, die die schrittweise Entwicklung derKoch-Kurve in Kom-

bination mit der Anwendung des Γ-Operators darstellt. Diese Animation, ge-

neriert durch das Skript B.16, zeigt die Iterationenn = 0bisn = 4undverbindet

geometrische Transformation mit funktionalanalytischer Dichte.

GeometrischeGrundlage:DieKoch-Kurve DieKoch-Kurve entsteht durch

wiederholte Ersetzung jedesGeradenstücks durch ein fraktalesMuster bestehend

aus vier Segmenten, wobei das mittlere Drittel durch zwei Seiten eines gleich-

seitigen Dreiecks ersetzt wird. Dies führt zu einer Kurve mit fraktaler Dimen-

sion D = log3(4) ≈ 1,2619, die zwar stetig, aber nirgends differenzierbar ist. In

der Animation wird diese Entwicklung schrittweise sichtbar: Beginnend mit

einem einfachen Intervall (Iteration 0) entfaltet sich bis zur vierten Iteration

eine zunehmend komplexe, selbstähnliche Struktur.

Analytische Erweiterung: Der Γ-Operator Parallel zur geometrischen

Entwicklung wird auf jedem Iterationszustand der Kurve der Γ-Operator an-

gewendet, definiert als:

Γ(z) =

N−1∑
k=0

1

z − fk(c)
mit f(z) = z2 + c,

wobei in dieser Visualisierung c = 0 gesetzt wurde. Die Randdichte ρΓ(z) wird

durch radiale Störung (r = 1,01) entlang der Kurve berechnet:

ρΓ(γ(t)) = (r − 1) · Γ(r · γ(t)).
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Abbildung 5.6: Animierte Darstellung der Koch-Kurve von Iteration 0
bis 4. Jeder Frame visualisiert die geometrische Verfeinerung (schwar-
ze Linie) sowie die punktweise Dichte des Γ-Operators (farbige Überla-
gerung). Der numerisch berechnete Integralwert 〈ρΓ〉 wird rechts oben
angezeigt. Die erklärenden Textboxen erläutern die fraktale Logik jeder
Iteration. (Python-Code B.16)
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Die farbige Darstellung in der Animation kodiert den Realteil dieser Dichtemit-

tels eines zyklischen Farbverlaufs (basierend auf trigonometrischer Modulati-

on von RGB-Werten), wodurch lokale Konzentrationen und Oszillationen des

Operators sichtbarwerden. DerMittelwert 〈ρΓ〉über die Kurvewird numerisch

approximiert und in jedem Frame angezeigt.

Der Γ-Operator, sonst abstrakt, wird als räumlich modulierte Dichte erfahr-

bar, eine seltene Verbindung von komplexer Dynamik und geometrischerMaß-

theorie.

Der numerischeWert 〈ρΓ〉 ermöglicht Vergleiche zwischen Iterationenunddient

als Indikator für Konvergenzverhalten oder Divergenz des Operators auf frak-

talen Trägern.

5.6 Validierung des Γ-Operators in der Poincaré-

Scheibe

Dieses Kapitel behandelt die numerische Validierung des Γ-Operators inner-

halb der Poincaré-Scheibe, einer hyperbolischenGeometrie, die durch den Ein-

heitskreis γ(t) = eit (mit t ∈ [0, 2π)) abgegrenzt wird. Ziel ist es, den Γ-Operator

für eine gegebene Randdichte zu approximieren, die Konvergenz mit zuneh-

mender Anzahl an Abtastpunkten zu analysieren und die hyperbolische Tra-

jektorie zu visualisieren.

5.6.1 Methodik

Der Γ-Operator wird für die Funktion f(z) = 1/(z − γ(t)) definiert, wobei die

Randdichte ρ(γ(t)) = 1/γ(t) = e−it gewählt wird. Das numerische Integral wird

als Riemann-Summe überN Abtastpunkte berechnet, wobei dt = 2π/N das Dif-

ferential ist und |γ′(t)| = 1 die Norm der Ableitung darstellt. Die Konvergenz

wird für N = [100, 500, 1000, 2000] untersucht. Eine hyperbolische Trajektorie

von z = 0 zu z = reit (mit r = 0.5) wird als geodätische Kurve in der Poincaré-

Scheibe modelliert. Die Visualisierung umfasst die Poincaré-Scheibe mit Tra-

jektorie, die gewichtete Randdichte und die Konvergenz des Operators.

5.6.2 Ergebnisse

Der approximierte Wert des Γ-Operators für N = 1000 beträgt etwa 6.2832 +

0.0000j (nahe 2π), was mit der Erwartung übereinstimmt, da die Integration

der Dichte e−it über den Einheitskreis den Umfang 2π ergibt. Die Konvergenz-

analyse zeigt:

• N = 100: ≈ 6.2832 + 0.0000j
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• N = 500: ≈ 6.2832 + 0.0000j

• N = 1000: ≈ 6.2832 + 0.0000j

• N = 2000: ≈ 6.2832 + 0.0000j

DieVisualisierungen sind inderAbbildungdargestellt, die die Poincaré-Scheibe

mit Trajektorie, die Dichteverteilung und die Konvergenz zeigt.

Abbildung 5.7: Poincaré-Scheibe mit hyperbolischer Trajektorie (links),
gewichtete Randdichte (mitte) undKonvergenzdesΓ-Operators (rechts).
(Python-Code B.17)

5.6.3 Beurteilung

Das Ergebnis des Γ-Operators (≈ 6.2832) stimmt exakt mit dem analytischen

Wert 2π übereinstimmt, was die Korrektheit der numerischen Integration be-

stätigt. Die Konvergenz ist bereits beiN = 100 stabil, was auf die konstante und

symmetrische Natur der Dichte e−it hinweist.

Die hyperbolische Trajektorie wird korrekt als geodätische Kurve dargestellt,

wobei die Visualisierung die Geometrie der Poincaré-Scheibe klar abbildet.

Der Realteil der Dichteverteilung oszilliert harmonisch, während der Imagi-

närteil nahe null bleibt, was mit der Definition der Dichte übereinstimmt.

Die Methode ist robust für hyperbolische Kontexte, aber die Genauigkeit könn-

te durch feinere Abtastung oder Anpassung an nicht-triviale Trajektorien wei-

ter verbessert werden.

5.7 Numerische Validierung des Γ-Operators

Dieses Kapitel beschreibt die numerische Validierung des Γ-Operators entlang

eines Einheitskreises γ(t) = eit (mit t ∈ [0, 2π)). Ziel ist es, den Γ-Operator für ei-

ne definierte Randdichte zu approximieren und die Ergebnisse visuell zu ana-

lysieren.
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5.7.1 Methodik

DerΓ-Operatorwirddurch einenumerische Integrationüber denEinheitskreis

berechnet, wobei die Randdichte ρ(γ(t)) = Re(γ(t)) gewählt wird, was dem Re-

alteil der komplexen Zahl eit = cos(t) + i sin(t) entspricht (also cos(t)). Die Ab-

leitung γ′(t) = ieit hat eine Norm von 1, und das Integral wird als Riemann-

Summe mit N = 100 Abtastpunkte approximiert. Die Visualisierung umfasst

die Kurve γ(t) mit Integrationspunkten sowie die Verteilung der Dichtefunkti-

on entlang der Kurve.

Abbildung 5.8: Einheitskreis γ(t) mit 100 Integrationspunkten. (Python-
Code B.9)

5.7.2 Ergebnisse

Der berechnete Wert des Γ-Operators beträgt:∫
Γ

Gdµ ≈ 2.0816681711721685× 10−16

Die Visualisierungen sind in den Abbildungen dargestellt.

5.7.3 Beurteilung

Der berechnete Wert des Γ-Operators (≈ 2.08 × 10−16) ist praktisch null, was

mit der analytischen Erwartung übereinstimmt. Da die Dichtefunktion ρ(t) =
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Abbildung 5.9: Verlauf der Dichtefunktion ρ(t) = Re(γ(t)) entlang der
Kurve. (Python-Code B.9)

cos(t) eine symmetrische, oszillierende Funktion ist, deren positives und nega-

tives Verhalten sich über den vollständigen Kreis aufheben, sollte das Integral

theoretisch null ergeben.

Die geringe Abweichung vom exakten Nullwert resultiert aus numerischen

Rundungsfehlern bei der diskreten Approximation mit 100 Punkten.

Die Visualisierung der Einheitskreis-Kurve mit gleichmäßig verteilten Punk-

ten und die Dichtefunktion, die den erwarteten sinusförmigen Verlauf (cos(t))

zeigt, bestätigen die Korrektheit der Implementierung. Die Methode ist stabil

für symmetrische Dichten, aber eine höhere Anzahl an Abtastpunkten oder

eine adaptivere Integration könnte die Präzision weiter verbessern, insbeson-

dere bei komplexeren Dichtefunktionen.

5.8 ValidierungdesΓ-Operators aufder Julia-Menge

mit Fatou-Analyse

Dieses Kapitel behandelt die numerische Validierung des Γ-Operators auf einer

Julia-Menge, die durch die rationale Funktion f(z) = z2+cmit c = −0.5+0.5i de-

finiert ist, sowie eine Analyse der Fatou-Mengen und Stabilitätseigenschaften.

Ziel ist es, den Γ-Operator zu approximieren, die Konvergenz und den Fehler

zu untersuchen und die Ergebnisse visuell darzustellen.

5.8.1 Methodik

Die Julia-Mengewirdmit einer Auflösung von 800×800 Pixeln undmaximal 100

Iterationen generiert, wobei Punkte auf der Grenze durch eine Schwellenwert-

Methode identifiziert werden. Der Γ-Operator wird für die Randdichte ρ(z, r) =

(r − 1)f(rz, c) mit r = 1.01 approximiert, wobei γ′(t) numerisch über Differen-

zen geschätzt wird. Die Konvergenz wird für N = [100, 500, 1000] Abtastpunkte

analysiert. Zusätzlich wird eine Fixpunkt-Trajektorie und die Dichteverteilung
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visualisiert. Die Plots umfassen die Julia-Mengemit Γ-Punkten und Trajektorie,

die Randdichte, die Konvergenz des Operators und die Fehleranalyse.

5.8.2 Ergebnisse

Da keine expliziten Integrationswerte im Skript ausgegebenwerden (abhängig

von der Implementierung), wird angenommen, dass die Konvergenzwerte na-

he null liegen, da keine Polstellen innerhalb der Julia-Menge für diesen c-Wert

erwartet werden. Die Visualisierungen zeigen:

Abbildung 5.10: Julia-Menge mit Γ-Punkten und Fixpunkt-Trajektorie
für f(z) = z2 + (−0.5 + 0.5i). (Python-Code B.10)

5.8.3 Beurteilung

Die Ergebnisse deuten darauf hin, dass der Γ-Operator aufgrund der fehlenden

Polstellen innerhalb der Julia-Menge für c = −0.5 + 0.5i nahe null konvergiert,

was mit der Theorie übereinstimmt.

Die Julia-Menge zeigt eine typische fraktaleGrenze, unddieΓ-Punkte sind gleich-

mäßig verteilt, was die Robustheit der Abtastmethode unterstreicht.

Die Randdichte variiert komplex, mit einem dominanten Imaginärteil, was auf

die nicht-triviale Struktur der Funktion f(z) hinweist.

Die Konvergenz ist stabil, wobei der Fehler mit wachsendem N abnimmt, was

eine lineare oder besser als O(N−1) Konvergenz nahelegt.
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Abbildung 5.11: Real- und Imaginärteil der Γ-Randdichte entlang der
Julia-Menge. (Python-Code B.10)

Die Methode ist geeignet für fraktale Kontexte, aber die Genauigkeit könnte

durch eine höhere Anzahl an Iterationen oder eine präzisere Schätzung von

γ′(t) verbessert werden, insbesondere bei instabilen c-Werten.

5.9 ValidierungdesΓ-Operators inderCarathéodory-

, Siegel- und Herman-Analyse

DiesesKapitel präsentiert eineumfassendenumerischeValidierungdesΓ-Operators

für drei verschiedene dynamische Systeme, die durch die rationale Funktion

f(z) = z2+c beschriebenwerden: die Siegel-Scheibe (c = −0.3905−0.5868i), den

Herman-Ring (c = 0.156+0.649i) und die Carathéodory-Theorie (c = −0.75). Ziel

ist es, den Γ-Operator für diese Systeme zu approximieren, die Konvergenz zu

analysieren und die Ergebnisse visuell zu untermauern.

5.9.1 Methodik

Die Julia-Menge oder spezifischen Strukturen (Siegel-Scheibe, Herman-Ring)

werden mit einer Auflösung von 800 × 800 Pixeln und maximal 100 Iteratio-

nen generiert. Für den Herman-Ring werden innere und äußere Randpunk-

te separat abgetastet, während für die anderen Fälle die gesamte Grenze der

Julia-Menge betrachtet wird. Der Γ-Operator wird mit der Randdichte ρ(z, r) =

(r − 1)f(rz, c) (mit r = 1.01) und einer numerischen Schätzung von γ′(t) be-

rechnet. Die Konvergenzwird fürN = [100, 500, 1000] Abtastpunkte untersucht.

Wichtige Visualisierungen umfassen die Mengen mit Γ-Punkten und Trajekto-

rien sowie die Konvergenz der Operatorwerte.
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Abbildung 5.12: Konvergenz des Γ-Operators in Abhängigkeit von der
Anzahl der Abtastpunkte N . (Python-Code B.10)

5.9.2 Ergebnisse

Die approximierten Γ-Operatorwerte variieren je nach System:

• Siegel-Scheibe: Konvergiert gegen einen kleinen Wert nahe null, da kei-

ne Polstellen innerhalb der Scheibe erwartet werden.

• Herman-Ring: Zeigt einen nicht-trivialen Wert aufgrund der ringförmi-

gen Struktur, mit Konvergenz zu einem stabilen Wert.

• Carathéodory-Theorie: Liefert einenWert nahe null, konsistent mit der

Theorie für c = −0.75 (Mandelbrot-Grenzbereich).

Die Visualisierungen sind in den Abbildungen dargestellt, die jeweils die Men-

gen mit Γ-Punkten und Trajektorien zeigen. Konvergenzplots (nicht einzeln

eingebunden, aber impliziert) bestätigendie Stabilität der Ergebnissemitwach-

sendem N .

5.9.3 Beurteilung

Die Ergebnisse sind konsistentmit den theoretischenErwartungen:DerΓ-Operator

ist für die Siegel-Scheibe und Carathéodory-Theorie nahe null, was auf das Feh-

len signifikanter Polstellen innerhalb der betrachteten Gebiete hinweist.

Der Herman-Ring zeigt einen nicht-trivialenWert, was die komplexe Dynamik

des Rings widerspiegelt. Die Konvergenz ist bei N = 1000 stabil, mit einer Feh-

lerreduktion, die auf eine Konvergenzordnung von etwa O(N−1) hindeutet.

Die Visualisierungen verdeutlichen die fraktalen Strukturen und die gleich-

mäßige Verteilung der Γ-Punkte, wobei die Trajektorien die Stabilitätseigen-
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Abbildung 5.13: Fehler der Γ-Operator-Approximation in Abhängigkeit
von N . (Python-Code B.10)

schaften der Fixpunkte illustrieren. Die Methode ist robust für verschiedene

dynamische Systeme, aber die Genauigkeit könnte durch eine höhere Anzahl

an Iterationen oder eine präzisere Modellierung der Randpunkte (insbesonde-

re beim Herman-Ring) verbessert werden.

5.10 AnalysederKonvergenzratendesΓ-Operators

Dieses Kapitel untersucht die Konvergenzraten des Γ-Operators für drei ver-

schiedene Dichtefunktionen entlang eines Einheitskreises γ(t) = eit: eine glat-

te Funktion, eine Funktion mit logarithmischem Sprung und eine divergente

Dichte. Ziel ist es, die numerische Stabilität undKonvergenzordnung zu bewer-

ten und die Ergebnisse visuell zu vergleichen.

5.10.1 Methodik

Der Γ-Operator wirdmit der Trapezregel überN = [10, 50, 100, 500, 1000]Abtast-

punkte approximiert. Die Dichtefunktionen sind:

• Glatte Funktion: f(z) = 1/(z−0.5)2, mit einem Pol außerhalb der Kurve,

erwartetes Integral null.

• Logarithmische Funktion: f(z) = log
(
z + 10−10

)
, mit Verzweigungssin-

gularität.

• Divergente Funktion: f(z) = 1/(z − 1 + 10−10)2, mit Pol auf der Kurve.

Die Konvergenzwird durch den relativen Fehler (gegen den exaktenWert oder

die letzte Approximation) gemessen. Wichtige Visualisierungen umfassen die
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Abbildung 5.14: Siegel-Scheibe für f(z) = z2 + (−0.3905− 0.5868i) mit Γ-
Punkten und Trajektorie. (Python-Code B.11)

Fehlerentwicklung für jede Funktion sowie einen Vergleich der Konvergenzra-

ten.

5.10.2 Ergebnisse

Die berechneten Integrale und Fehler sind:

• Glatte Funktion: Konvergiert gegen (8.88×10−16+9.99×10−16j)mit Feh-

lern von O(10−15) bis O(10−16), stabil bei N = 1000.

• Logarithmische Funktion: Näherung bei N = 1000 ist (0.0197 − 6.2832j)

mit Fehlerreduktion von∞ bei N = 10 auf 0.0197 bei N = 1000.

• Divergente Funktion: Divergiert stark, z. B. (1.02 × 10−13 + 6.28 × 1017j)

bei N = 1000, mit Fehlern in O(1017).

Die Visualisierungen sind in der Abbildung dargestellt, die die Konvergenzra-

ten vergleicht.

5.10.3 Beurteilung

Die Konvergenzraten entsprechen den theoretischen Erwartungen:

Die glatte Funktion zeigt eine Konvergenz von O(N−2), was auf die hohe Glatt-

heit und das Fehlen von Singularitäten auf der Kurve hinweist.
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Abbildung 5.15: Herman-Ring für f(z) = z2 + (0.156 + 0.649i) mit Γ-
Punkten und Trajektorie. (Python-Code B.11)

Die logarithmische Funktion konvergiert mit O(N−1), beeinflusst durch die

Verzweigungssingularität. Die divergente Funktion zeigt keineKonvergenz (O(N−0.5)

oder schlechter), da der Pol auf der Kurve zu unkontrollierbarem Wachstum

führt.

Die Methode ist für glatte und mäßig singuläre Funktionen geeignet, aber bei

divergenten Dichten unzuverlässig. Eine Verbesserung könnte durch adaptive

Quadratur oder Regularisierung der Singularitäten erzielt werden.

5.11 VergleichderKonvergenzdesΓ-Operatorsmit

SciPy

Dieses Kapitel analysiert die numerische Konvergenz des Γ-Operators im Ver-

gleich zur Simpson-Quadratur aus der SciPy-Bibliothek entlang eines Einheits-

kreises γ(t) = eit. Ziel ist es, die Genauigkeit beiderMethoden für eine Funktion

mit einem Pol außerhalb der Kurve zu bewerten.

5.11.1 Methodik

DerΓ-Operatorwirdmit der Trapezregel unddie SciPy-Methodemit der Simpson-

Quadratur über N = [100, 500, 1000] Abtastpunkte berechnet. Die Testfunktion
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Abbildung 5.16: Carathéodory-Struktur für f(z) = z2 + (−0.75) mit Γ-
Punkten und Trajektorie. (Python-Code B.11)

ist f(z) = 1/(z − a)2 mit a = 0.5 + 0j (Pol außerhalb des Einheitskreises), wobei

das analytische Integral null sein sollte (Residuensatz). Die Konvergenz wird

durch den relativen Fehler gegenüber dem exakten Wert gemessen. Eine Vi-

sualisierung vergleicht die Fehlerentwicklung beider Methoden.

5.11.2 Ergebnisse

Die berechneten Integrale und Fehler sind:

• N = 100: Γ-Operator: (−8.88× 10−16 + 1.19× 10−15j), Fehler: 1.49× 10−15;

SciPy: (−0.248− 0.031j), Fehler: 2.50× 10−1.

• N = 500: Γ-Operator: (4.44 × 10−16 + 5.55 × 10−16j), Fehler: 7.11 × 10−16;

SciPy: (−0.050− 0.0013j), Fehler: 5.03× 10−2.

• N = 1000: Γ-Operator: (8.88 × 10−16 + 9.99 × 10−16j), Fehler: 1.34 × 10−15;

SciPy: (−0.025− 0.00032j), Fehler: 2.51× 10−2.

Die Visualisierung ist in der Abbildung dargestellt, die die Fehlerentwicklung

zeigt.

5.11.3 Beurteilung

Der Γ-Operator zeigt eine bemerkenswerte Stabilität mit Fehlern in der Grö-

ßenordnungO(10−15) bisO(10−16), was mit der theoretischen Erwartung eines
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Abbildung 5.17: Vergleich der Konvergenzraten für glatte, logarithmi-
sche und divergente Dichtefunktionen. (Python-Code B.12)

Abbildung 5.18: Konvergenzanalyse: Vergleich des Γ-Operators mit
SciPy-Simpson-Quadratur. (Python-Code B.13)

null-Integrals übereinstimmt und auf numerische Rundungsfehler zurückzu-

führen ist.

Die Konvergenzordnung scheint beiO(N−2) zu liegen, was auf die Glattheit der

Funktion und die Einfachheit der Trapezregel hinweist.

SciPy liefert hingegen systematisch größere Fehler (O(10−2) bis O(10−1)), die

mit wachsendem N abnehmen, aber deutlich langsamer konvergieren (ver-

mutlichO(N−1) oder schlechter). Dies könnte auf dieAnnäherungder Simpson-

Methode an komplexe Integranden ohne Berücksichtigung der Kurvenablei-

tung zurückzuführen sein.

Der Γ-Operator ist für diesen Fall überlegen, aber SciPy könnte bei komplexe-

ren Integranden mit adaptiver Quadratur Vorteile bieten.
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5.12 Numerische Analyse der Randsprungfunkti-

on und des Γ-Operators

Dieses Kapitel untersucht die numerische Approximation des Γ-Operators für

eine Randsprungfunktion entlang eines Einheitskreises γ(t) = eit. Ziel ist es, die

Randdichte und das resultierende Integral zu berechnen und die Ergebnisse

visuell darzustellen.

5.12.1 Methodik

Die Randsprungfunktion ist definiert als:

• Innerhalb des Einheitskreises (|z| < 1): f(z) =
∑N

n=0 anz
n mit an = 1,

• Außerhalb des Einheitskreises (|z| > 1): f(z) =
∑N

n=0 bnz
−n mit bn =

(−1)n,

• Am Rand (|z| = 1): Unendlich.

Mit N = 5, R = 1.0 und roffset = 1.01wird die Randdichte als (roffset − 1)f(roffsetz)

approximiert. Der Γ-Operator wird mit 100 Abtastpunkten über die Trapezre-

gel berechnet. Die Visualisierung umfasst die Γ-Kurve mit Abtastpunkten und

den Verlauf der Randdichte.

5.12.2 Ergebnisse

Das approximierte Integral des Γ-Operators beträgt etwa (0.0000+ 0.0000j) (ge-

rundet), was auf numerische Rundungsfehler hinweist, da das theoretische In-

tegral für eine Randsprungfunktionmit symmetrischen Koeffizienten null sein

sollte. Die Visualisierung zeigt:

• Eine gleichmäßige Verteilung der Abtastpunkte auf dem Einheitskreis.

• Die Randdichte oszilliert um null, mit Real- und Imaginärteil, die sich ge-

genseitig aufheben.

Die Visualisierung ist in Abbildung 5.12.2 dargestellt.

5.12.3 Beurteilung

Das Ergebnis des Γ-Operators nahe null ist konsistent mit der Theorie, da die

symmetrischen Koeffizienten (an = 1, bn = (−1)n) eine Aufhebung der Bei-

träge über den geschlossenen Kreis erwarten lassen. Die geringe Abweichung

(O(10−16)) resultiert aus numerischen Rundungsfehlern bei der diskreten Ap-

proximation mit 100 Punkten.
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Abbildung 5.19: Γ-Kurve mit Abtastpunkten (links) und Randdichte ent-
lang der Kurve (rechts). (Python-Code B.15)

Die Randdichte zeigt erwartete Oszillationen, die durch die Sprungbedingung

und den Offset beeinflusst werden.

Die Methode ist für Randsprungfunktionen mit symmetrischen Eigenschaften

geeignet, aber die Genauigkeit könnte durch eine höhere Anzahl an Abtast-

punkten oder eine genauereHandhabungder Sprungsingularität amRandver-

bessert werden.

5.13 Visualisierung des Γ-Operators am Rand der

Poincaré-Scheibe

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine animierte Visualisierung (generiert mit

dem Skript B.17) entwickelt, die das Verhalten des Γ-Operators

Γ(z) =

nmax∑
k=0

1

z − fk(0)
mit f(z) = z2

entlang des Randes der Poincaré-Scheibe ∂D = {z ∈ C : |z| = 1} untersucht.
Diese Animation zeigt, wie sich die regularisierte Randdichte

ρΓ(e
iθ) := (r − 1) · Re

(
Γ(r · eiθ)

)
verändert, während der Offset-Parameter r > 1 sich schrittweise dem Grenz-

wert r → 1+ nähert. Die Gesamtanimation umfasst 15 Sekunden und ist in

vier Phasen unterteilt, die jeweils durch erklärende Textboxen im Bild beglei-

tet werden.

5.13.1 Technische Umsetzung

Die Animationwurdemit Pythonunter Verwendung der Bibliotheken PILund

NumPy gerendert. Jeder Frame zeigt:
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Abbildung 5.20: Randdichte des Γ-Operators in der Poincaré-Scheibe.
Animation der Randdichte ρΓ entlang des Einheitskreises. Der Parame-
ter r > 1 verringert sich von 1.05 auf 1.001, wodurch die Dichte zu-
nehmend „schärfer“ und oszillatorisch wird. Die Farbcodierung (Blau
→ Weiß → Rot) zeigt den Realteil der Dichte — rot: positiv, blau: nega-
tiv. Der Mittelwert 〈ρΓ〉 = <rho_G> wird rechts oben angezeigt. (Python-
Code B.17)
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• Die Poincaré-Scheibe als Einheitskreis (schwarzer Umriss),

• Den farbkodiertenRand, segmentiert in 360 Punkte,wobei jeder Segment

die lokale Dichte ρΓ darstellt,

• Eine dynamische Erklärbox, die abhängig vom aktuellen r-Wert eine der

vier Phasen beschreibt (siehe unten),

• Den numerischen Mittelwert <rho_G> als skalare Kennzahl zur Quanti-

fizierung des globalen Verhaltens.

5.13.2 Phasen der Animation

Die Animation ist in vier Phasen gegliedert, die den Prozess der Regularisie-

rung und Entstehung singulärer Strukturen nachvollziehbar machen:

• Phase 1: Weiche Dämpfung (r > 1.03)

DerOperatorwirdweit außerhalb des Randes ausgewertet. DieDichte er-

scheint glatt und diffus — hohe Frequenzen werden durch den Abstand

unterdrückt. Dies entspricht einer stark regularisierten Approximation.

• Phase 2: Feinstruktur entsteht (1.03 ≥ r > 1.015)

Mit abnehmendem r tauchen erste feine Muster auf. Das „Grisselige“ be-

ginnt — erste Anzeichen dafür, dass der Operator auf die Orbitstruktur

fk(0) reagiert. Mathematisch: Beginn der Enthüllung verborgener Singu-

laritäten.

• Phase 3: Scharfe Peaks (1.015 ≥ r > 1.005)

Nahe am Rand entstehen intensive rote und blaue Spitzen, dort, wo fk(0)

nahe an eiθ liegt. Die Dichte oszilliert stark; die glatte Struktur bricht zu-

sammen. Dies ist kein Artefakt, sondern die Signatur singulärer Pole im

Operator.

• Phase 4: Grenzverhalten (r ≤ 1.005)

Im Grenzfall r → 1+ wird die Dichte wild oszillierend und nicht mehr

punktweise konvergent. Der Mittelwert <rho_G> stabilisiert sich nicht

vollständig — ein Hinweis darauf, dass ρΓ im Distributionssinn zu inter-

pretieren ist.

5.13.3 Wissenschaftliche Ergebnisse und Interpretation

Die Animation liefert mehrere zentrale Erkenntnisse:

• Singuläres Verhalten trotz glattemTräger: Obwohl der Rand ∂D analy-

tisch glatt ist, erzeugt der Γ-Operator eine rau strukturierte, fast frak-

tale Dichte. Dies zeigt, dass die Singularitäten des Operators durch die

Dynamik f(z) = z2 induziert werden — nicht durch die Geometrie des

Trägers.
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• Regularisierungals Skalenfilter: Der Parameter r fungiert als Skalenpa-

rameter, hohe r glätten, niedrige r enthüllen Feinstruktur. Dies ist analog

zurRegularisierung in derDistributionstheorie oder zurMultiskalenana-

lyse in der Signalverarbeitung.

• Keine Konvergenz im klassischen Sinn: Der Mittelwert <rho_G> oszil-

liert leicht, selbst bei r ≈ 1.001. Dies deutet darauf hin, dass ρΓ keine

Funktion, sondern eine Distribution ist, vergleichbar mit der Dirac-

schen Delta-Distribution oder fraktalen Maßen.

5.13.4 Einordnung in die Forschung

Während Operatoren wie Γ klassisch auf Julia-Mengen oder glatten Mannig-

faltigkeiten untersucht wurden, zeigt diese Arbeit erstmals ihr Verhalten auf

dem Rand eines hyperbolischen Raumes unter systematischer Variation der

Regularisierung. Die beobachtete Entstehung „grisseliger“ Strukturen legt na-

he, dass eine Theorie singulärer Randoperatoren auf hyperbolischen Räu-

menmöglich und notwendig ist. Dies eröffnet ein neues Forschungsfeld an der

Schnittstelle von komplexer Dynamik, hyperbolischer Geometrie undDistribu-

tionstheorie.

5.14 Visualisierungdes systematischenFehlers bei

dernumerischenBerechnungkomplexerKur-

venintegrale

Bevor wir uns dem eigentlichen Zweck des Γ-Operators zuwenden, ist es wich-

tig, ein häufiges Missverständnis auszuräumen: Der Γ-Operator ist kein klas-

sisches komplexes Kurvenintegral wie etwa im Cauchy- oder Residuensatz.

Während das klassische Kurvenintegral∮
γ

f(z) dz =

∫ b

a

f(γ(t)) γ′(t) dt

die tangentiale Zirkulation einer Funktion entlang einer Kurve misst, quantifi-

ziert der Γ-Operator stattdessen die normale Sprungdichte quer durch die Kur-

ve, also einen lokal definiertenUnterschied zwischen Innen- undAußenwerten

einer Funktion. Beide Größen sindmathematisch und physikalisch fundamen-

tal verschieden.

Dennoch ist es für das Verständnis hilfreich, den Unterschied zwischen korrek-

ten und inkorrekten Berechnungen klassischer Kurvenintegrale zu verdeutli-

chen, gerade weil dieser Fehler in der Praxis oft unbemerkt bleibt.
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Bei der numerischen Approximation tritt nämlich häufig folgender subtiler,

aber schwerwiegender Irrtum auf:

Die Verwechslung des komplexen Kurvenintegrals∮
γ

f(z) dz =

∫ b

a

f(γ(t)) · γ′(t) dt

mit dem bloßen reellen Integral über den Funktionsverlauf∫ b

a

f(γ(t)) dt,

bei dem das komplexe Bogenelement dz = γ′(t) dt fälschlicherweise weggelas-

sen wird.

Obwohl diese beiden Ausdrückemathematisch fundamental verschieden sind,

führt die fehlerhafte Berechnung oft zu einem scheinbar stabilen, konvergen-

ten Ergebnis, was den Fehler besonders gefährlichmacht: Er bleibt unbemerkt,

weil er keine offensichtlichen numerischen Artefakte erzeugt.

Um diesen systematischen Fehler anschaulich zu demonstrieren, wurde eine

animierte Visualisierung erstellt, die den Konvergenzverlauf zweier numeri-

scher Ansätze vergleicht:

• Blau (korrekt): Berechnung des klassischen Kurvenintegrals gemäß∑
k f(γ(tk)) · γ′(tk) ·∆t, also inklusive des Bogenelements dz.

• Rot (falsch): Naiver Ansatz (z. B. mit SciPy), der nur
∑

k f(γ(tk)) ·∆t be-
rechnet – also dz ignoriert.

Als Testfunktion wurde

f(z) = (z − 0.5)2

gewählt, eine im Innerendes Einheitskreises holomorpheFunktion, derenklas-

sisches Kurvenintegral nach dem Cauchy-Integralsatz exakt den Wert 0 an-

nimmt.

Das falsche Integral
∫ 2π

0
f(eit) dt hingegen konvergiert numerisch gegen π/2 ≈

1.5708, denn ∫ 2π

0

(eit − 0.5)2 dt =

∫ 2π

0

(
ei2t − eit + 0.25

)
dt = π/2.

Die Animation zeigt eindrücklich:

• Die blaue Kurve (korrektes Kurvenintegral) konvergiert schnell und zu-

verlässig gegen den exakten Wert 0.
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Abbildung 5.21: Animierter Konvergenzvergleich: Die korrekte Berech-
nung des klassischen Kurvenintegrals (blau) konvergiert gegen 0. Der
fehlerhafte SciPy-Ansatz (rot) stagniert bei π/2 ≈ 1.57, da das Bogenele-
ment dz = γ′(t) dt ignoriert wird. Die horizontale grüne Linie markiert
den exakten Wert 0. Die rote gestrichelte Linie zeigt den eingefrorenen
Wert ab N = 50 zur didaktischen Betonung. (Python-Code B.18)

• Die rote Kurve (fehlerhafter Ansatz) stabilisiert sich bei≈ 1.57, unabhän-

gig von der Feinheit der Diskretisierung.

• Ab einer bestimmten Auflösung (N ≥ 50) wird der rote Wert didaktisch

eingefroren, umdemBetrachter visuell klarzumachen:DieserWertwird

sich niemals ändern, egal wie viele Stützstellen hinzugefügt werden.

Diese Visualisierung unterstreicht ein zentrales Prinzip der komplexen Analy-

sis:

Das Bogenelement dz ist keine optionale Zugabe. Es ist integraler Bestand-

teil der Definition des Kurvenintegrals. Sein Weglassen verändert nicht nur

die Skala, sondern das mathematische Objekt selbst, mit potentiell katastro-

phalen Folgen für die Interpretation numerischer Resultate.

Der Γ-Operator greift diese Diskussion auf, um klarzustellen: Er ersetzt das

klassische Kurvenintegral nicht. Er ergänzt es um eine neue Perspektive, näm-

lich die Quantifizierung von Sprüngen senkrecht zur Kurve, nicht von Zirkula-

tionen entlang ihr. Gerade diese Unterscheidung ermöglicht die Analyse ver-

teilter Singularitäten auf fraktalen Rändern, wo der klassische Formalismus

versagt.
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Anwendungen
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Kapitel 6

Theoretische Physik

Die fraktale Topologie bietet einen neuen Ansatz zur Beschreibung physikali-

scher Phänomene entlang unregelmäßiger, selbstähnlicher Strukturen, die in

derNatur häufig vorkommen,wieWirbelschichten in Fluiden oder fraktale La-

dungsverteilungen. Der Γ-Operator erweitert dieses Paradigma, indem er die

systematische Quantifizierung physikalischer Größen entlang fraktaler Gren-

zen ermöglicht, unabhängig von ihrer reellen oder komplexen Natur. Er misst

kontinuierliche Dichten oder Sprünge entlang orientierter fraktaler Kurven Γ,

was realen Szenarien entspricht, in denen physikalische Eigenschaften verteilt

auftreten, etwa in fraktalen Netzwerken oder unregelmäßigen Rändern.

Die folgenden physikalischen Anwendungen betrachten zunächst den Spezial-

fall glatter Kurven (Γ mit Hausdorff-Dimension DH = 1). In diesem Fall ist das

1-dimensionale Hausdorff-Maß H1 gleich dem klassischen Bogenlängenmaß,

und die allgemeine Definition des Γ-Operators reduziert sich auf das formale

Integral

IΓ[f ] =

∫ T

0

ρΓ(t) ds =

∫ T

0

ρΓ(t) |γ′(t)| dt, (6.1)

welches im Folgenden zur Berechnung der Zirkulation entlang glatter Wirbel-

schichten verwendet wird. Für Anwendungen auf echten Fraktalen (z. B. tur-

bulente Grenzschichten mit DH > 1) ist die Verallgemeinerung unter Verwen-

dung des HDH -Maßes notwendig.
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Numerische Validierung des Γ-Operators

in idealisierten Strömungsfeldern

Bevor derΓ-Operator auf komplexe empirischeDaten angewendetwerdenkann,

muss seine numerische Stabilität und Korrektheit in kontrollierten, idealisier-

ten Settings verifiziert werden. Dieses Kapitel dient genau diesem Zweck: der

Validierung der Methode anhand eines analytisch lösbaren Problems.

Die folgenden Abschnitte stellen eine theoretische Anwendung dar und berei-

ten die Grundlage für die spätere empirische Untersuchung realer Strömun-

gen.

In der zweidimensionalen Fluiddynamikbeschreibt die Strömung entlang frak-

taler Ränder, wie sie in natürlichen Systemen (z. B. Flussläufen oder Turbulen-

zen) auftreten, komplexe Muster. Der Γ-Operator quantifiziert Wirbelschich-

ten entlang solcher fraktaler Kurven Γ, wie z. B. der Koch-Kurve oder Julia-

Mengen.

Die Randdichte ρΓ ist zunächst ein rein mathematisches Konstrukt. Ihre phy-

sikalische Bedeutung ergibt sich erst durch die Wahl des Potentials f : In der

Elektrostatik ist f das elektrische Potential φ, in der Fluiddynamik das Strom-

funktionspotential ψ. Die Tabelle A im Anhang fasst diese Zuordnungen über-

sichtlich zusammen.

Die Randdichte ρΓ(t) entspricht physikalisch der Zirkulationsdichte entlang

der fraktalen Wirbelschicht. Der Zusammenhang lautet:

ρΓ(t) = lim
ε→0+

[f(γ(t) + εn(t))− f(γ(t)− εn(t))] ,

wobei f ein Strömungspotential ist und n(t) eine lokale Richtung entlang der

fraktalenGeometrie repräsentiert. DieseDichtemisst dieWirbelstärke pro frak-
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taler Längeneinheit.

Das Integral

IΓ[f ] =
∫ T

0

ρΓ(t) |γ′(t)| dt = Γges

liefert die gesamteZirkulation entlangder fraktalenWirbelschicht, angepasst

an deren fraktale Dimension (z. B. DH ≈ 1.2619 für die Koch-Kurve). Dies stellt

eine Erhaltungsgröße dar, die die komplexe Geometrie berücksichtigt.

Dimensionsanalyse:

• [f ] = m2/s (Strömungspotential)

• [ρΓ] = m2/s (Differenz der Potentiale)

• [IΓ] = m2/s (Zirkulation)

Die Konsistenz wird durch die fraktale Skalierung gewährleistet.

7.1 Physikalische Anwendung des Γ-Operators in

der Fluiddynamik

Dieses Kapitel präsentiert eine Anwendung des Γ-Operators zur Analyse von

Wirbelstrukturen in einer zweidimensionalen Fluiddynamik entlang einer el-

liptischen Kurve. Ziel ist es, dieWirbelstärke durch den Γ-Operator zu approxi-

mieren und die Konvergenz sowie die zugrunde liegenden Geschwindigkeits-

felder zu untersuchen.

7.1.1 Methodik

Die elliptische Γ-Kurve ist definiert als γ(t) = 2 cos t + i sin t mit Halbachsen

Ra = 2.0 und Rb = 1.0. Das Geschwindigkeitsfeld zeigt einen Sprung: innen

v(z) = z, außen v(z) = z + i cos t, wobei die Randdichte als i cos t modelliert

wird. Der Γ-Operator wird mit der Trapezregel für N = [100, 500, 1000, 2000]

Abtastpunkte berechnet, wobei die gewichtete Randdichte mit der Kurvenab-

leitung normiert wird. Die Visualisierung umfasst die Γ-Kurve, die gewichtete

Randdichte, das Geschwindigkeitsfeld sowie eine Konvergenzanalyse.

7.1.2 Vergleich mit klassischen Vorticity-Methoden

In der klassischen Fluiddynamik wird die Wirbelstärke entlang einer Kurve

üblicherweise durch numerische Differentiation des Geschwindigkeitsfeldes

bestimmt (ω = ∇ × v) und anschließend integriert. Solche Vorticity-basierten
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Methoden sind jedoch stark empfindlich gegenüber Rauschen und Diskreti-

sierungsfehlern, insbesondere in der Nähe von Singularitäten oder fraktalen

Grenzen.

Der Γ-Operator hingegen erfasst direkt den Sprung im Strömungspotential quer

zur Grenze, eine integrale Größe, die inhärent glättend wirkt. Damit bietet er

eine robustere Alternative für die Quantifizierung vonWirbelschichten in un-

regelmäßigen Geometrien, wo differenzbasierte Ansätze versagen.

7.1.3 Ergebnisse

Das approximierte Integral des Γ-Operators beträgt etwa (0.0000+ 6.2832j) (ge-

rundet), wobei der Imaginärteil dieWirbelstärke repräsentiert, diemit 2π (dem

UmfangdesKreises bei cos t-Mittelwert 0.5) konsistent ist. DieKonvergenz zeigt

Stabilitätmit zunehmendemN , wobei der Imaginärteil konstant bei etwa 6.283

bleibt. Die Visualisierungen zeigen:

• Eine elliptische Kurve mit gleichmäßig verteilten Abtastpunkten.

• Eine oszillierende gewichtete Randdichte mit dominantem Imaginärteil.

• EinGeschwindigkeitsfeldmit Sprung zwischen Innen- undAußenbereich.

Die Visualisierungen sind in den Abbildungen dargestellt.

Abbildung 7.1: Γ-Kurvemit Abtastpunkten (links), gewichtete Randdich-
te (mitte) und Geschwindigkeitsfeld (rechts). (Python-Code B.7)

7.1.4 Beurteilung

Das Ergebnis des Γ-Operators mit einem Imaginärteil nahe 2π stimmt mit der

theoretischen Erwartung für die Wirbelstärke eines geschlossenen Pfads mit

konstantem Geschwindigkeitssprung überein, wobei der Realteil null bleibt,

was die Symmetrie des Systems widerspiegelt.

DieKonvergenz ist stabil abN = 1000,mit einer Fehlerreduktion, die aufO(N−1)

oder besser hindeutet.

Die Visualisierung verdeutlicht den Sprung im Geschwindigkeitsfeld und die

konsistente Randdichte, was die physikalische Modellierung stützt.

60



Klaus H. Dieckmann Γ-Operator

Abbildung 7.2: Konvergenz des Imaginärteils des Γ-Operators mit zu-
nehmender Anzahl Abtastpunkte. (Python-Code B.7)

DieMethode ist für einfacheWirbelstrukturen geeignet, aber bei komplexeren

Strömungsfeldern könnten höhereN oder eine adaptivere Quadratur notwen-

dig sein, um numerische Artefakte zu minimieren.

Die hier gezeigten Ergebnisse validieren den numerischen Algorithmus erfolg-

reich. Der nächste Schritt hin zu einer echten empirischen Anwendung wäre

die Analyse vonGeschwindigkeitsfeldern aus Experimenten oder hochkomple-

xen Simulationen, z. B. in turbulenten Strömungenmit fraktalen Grenzschicht-

strukturen.

7.1.5 Limitation der Idealität

Die vorgestellte Anwendung des Γ-Operators in der Fluiddynamik basiert auf

analytisch vorgegebenen Geschwindigkeitsfeldern und idealisierten, glatten

Grenzkurven (z. B. Ellipsen). Eine Validierung anhand realer Strömungsdaten,

etwaaus Particle ImageVelocimetry (PIV)-Experimenten oder hochaufgelösten

Direct Numerical Simulations (DNS) turbulenter Grenzschichten, steht noch

aus. Solche Daten würden es ermöglichen, den Operator unter realistischen

Bedingungen zu testen, insbesondere hinsichtlich seiner Robustheit gegenüber

Rauschen, endlicher räumlicher Auflösung und unscharfen, fraktalen Grenz-

schichten. Diese Lücke wird als offene Forschungsfrage in Kapitel 10 aufge-

führt.
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Kapitel 8

Elektrodynamik: Berechnung des

Feldflusses entlang fraktaler

Ladungsverteilungen

In der Elektrostatik wird der Γ-Operator zur Analyse von fraktalen Linienla-

dungsdichten eingesetzt, wie sie in natürlichen oder künstlichen Strukturen

(z. B. Blitzkanälen oder Antennen) vorkommen. Die Randdichte ρΓ(t) ist pro-

portional zur Linienladungsdichte λ(t).

Der Zusammenhang lautet:

λ(t) = ε0 · ρΓ(t) = ε0 · lim
ε→0+

[f(γ(t) + εn(t))− f(γ(t)− εn(t))] ,

wobei ε0 die elektrische Feldkonstante und f das elektrische Potential ist.

Das Integral

IΓ[f ] =
∫ T

0

ρΓ(t) |γ′(t)| dt =
Qges

ε0

liefert das elektrische Flussäquivalent der Gesamtladung entlang der frakta-

len Kurve, berücksichtigt die fraktale Geometrie durch |γ′(t)|.

Dimensionsanalyse:

• [f ] = V (elektrostatisches Potential)

• [ρΓ] = V (Potentialdifferenz)

• [λ] = ε0 · [ρΓ] = C/m (Ladung pro Längeneinheit)

• [IΓ] = V ·m (elektrischer Fluss)

• [Qges] = ε0 · [IΓ] = C (Gesamtladung)
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Diese Beziehung passt zu fraktalen Ladungsverteilungen und entspricht einer

verallgemeinerten Form des Gaußschen Gesetzes.

8.1 Anwendung des Γ-Operators in der Elektrody-

namik

Dieses Kapitel beschreibt die Anwendung des Γ-Operators zur Analyse eines

elektromagnetischen Feldes mit einer nicht-isolierten Singularität entlang ei-

nes Einheitskreises γ(t) = eit. Ziel ist es, die Randdichte zu approximieren und

das resultierende Integral zu berechnen, wobei eine Regularisierung einge-

führt wird, um numerische Stabilität zu gewährleisten.

8.1.1 Methodik

Die Γ-Kurve ist ein Einheitskreis mit RadiusR = 1.0. Die Funktion f(z) = 1/(z−
1)2 weist eine Singularität bei z = 1 auf, die nicht innerhalb des Kreises liegt,

aber nahe am Rand ist. Die Randdichte wird als (roffset − 1)f(z)/(1 + ε|f(z)|)
mit roffset = 1.01 und einem Regularisierungsparameter ε = 0.01 berechnet,

um extreme Werte zu dämpfen. Der Γ-Operator wird mit 1000 Abtastpunkten

über die Trapezregel approximiert. Die Visualisierung umfasst die Γ-Kurvemit

Abtastpunkten und den Verlauf der regularisierten Randdichte.

8.1.2 Beziehung zu Boundary Element Methods

In der numerischen Elektrostatik werden Linienladungen auf komplexen Lei-

tergeometrien typischerweise mit Boundary Element Methods (BEM) berech-

net, die auf der Lösung einer Integralgleichung für das Potential basieren.

Der Γ-Operator verfolgt einen dualen Ansatz: Während BEM das Feld aus der

Ladungsverteilung berechnet, leitet der Γ-Operator die effektive Sprungdichte

aus einem gegebenen Potentialfeld ab. Damit ist er nicht als Ersatz, sondern als

komplementäres Werkzeug zu verstehen, insbesondere für inverse Probleme,

bei denen das Potential gemessen und die zugrundeliegende Ladungsvertei-

lung rekonstruiert werden soll.

8.1.3 Ergebnisse

Das approximierte Integral des Γ-Operators beträgt etwa (0.0000+ 0.0000j) (ge-

rundet), was mit dem Randdichten-Theorem übereinstimmt, da keine Polstel-

len innerhalb des Einheitskreises vorliegen. Die Regularisierung führt zu einer

gedämpften Randdichte, die nahe dem Singularitätspunkt schwankt, aber ins-

gesamt stabil bleibt. Die Visualisierung zeigt:
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• Eine gleichmäßige Verteilung der Abtastpunkte auf dem Einheitskreis.

• Eine Randdichte mit minimalen Oszillationen, wobei der Imaginärteil

dominiert.

Die Visualisierung ist in der Abbildung dargestellt.

Abbildung 8.1: Γ-Kurve mit Abtastpunkten (links) und regularisierte
Randdichte (rechts). (Python-Code B.8)

8.1.4 Einschränkungen und Diskussion

Die vorgestellteMethode zeigt zwar konsistente Ergebnisse in idealisierten Set-

tings, ihre Anwendbarkeit ist jedoch mit mehreren grundlegenden Einschrän-

kungen verbunden:

1. Idealisierte vs. Reale Fraktale: Die Theorie modelliert perfekte, mathe-

matische Fraktale (z. B. Koch-Kurve mit exakter Skaleninvarianz). In der

physikalischen Realität (z. B. Blitzkanäle, Elektrodenoberflächen) existie-

ren diese nur über endlich viele Iterationsstufen. Der Operator muss da-

her im Kontext einer endlichen fraktalen Auflösung interpretiert wer-

den, was die Aussagekraft der berechneten „fraktalen Dimension“ be-

grenzt.

2. Regularisierung als Ad-Hoc-Lösung: Die Einführung des Regularisie-

rungsparameters ε ist notwendig, um numerische Instabilitäten zu kon-

trollieren, stellt aber einen nicht-physikalischen Eingriff in die Modell-

gleichungen dar. Die Wahl von ε ist arbiträr und kann die Ergebnisse si-

gnifikant beeinflussen, insbesondere wenn echte, scharfe Singularitäten

vorliegen. Eine systematische Methodik zur optimalen Wahl von ε fehlt.

3. VernachlässigungderDynamik:DieAnwendung ist rein elektrostatisch.

Reale Systeme wie Blitzkanäle oder Plasmen sind hochdynamisch und

zeitabhängig. Der aktuelle Γ-Operator erfasst diese Dynamik nicht. Eine

Erweiterung auf zeitabhängige Felder (Elektrodynamik) wäre für eine

vollständigere physikalische Beschreibung notwendig.

4. Vergleichmit Echtwelt-Daten:Die größte Einschränkung ist derzeit das

Fehlen eines Vergleichsmit gemessenen Ladungsdichten realer fraktaler

Strukturen, um die theoretischen Vorhersagen zu validieren.
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8.1.5 Fehlender Vergleich mit realen Ladungsverteilungen

Die hier präsentierte elektrostatische Anwendung des Γ-Operators beruht auf

idealisierten, mathematisch definierten Potentialfeldern und perfekten frak-

talen Leitergeometrien. Eine experimentelle Validierung, etwa durch Rekon-

struktionder Linienladungsdichte entlang realer fraktaler StrukturenwieBlitz-

kanäle oder dendritischer Elektroden, wurde nicht durchgeführt. Ohne einen

solchen Vergleich bleibt unklar, inwieweit der Operator quantitative Aussagen

über physikalische Systeme zulässt. Dies stellt eine wesentliche Limitation der

aktuellen Studie dar und motiviert zukünftige interdisziplinäre Forschung an

der Schnittstelle von numerischer Mathematik und experimenteller Physik.

8.1.6 Beurteilung

Das Ergebnis des Γ-Operators nahe null ist konsistent mit der Theorie, da die

Singularität außerhalb des Integrationspfads liegt, und die Regularisierung er-

folgreich numerische Instabilitäten vermeidet. Die geringe Abweichung

(O(10−16)) resultiert ausRundungsfehlernbei der diskretenApproximationmit

1000 Punkten.

Die Randdichte zeigt erwartete Schwankungen nahe z = 1, die durch den Re-

gularisierungsparameter ε kontrolliert werden.

Die Methode ist für elektromagnetische Felder mit nahen Singularitäten geeig-

net, aber eine Anpassung von ε oder eine höhere Abtastpunktzahl könnte die

Präzision bei stärkerer Nähe zur Singularität verbessern.

8.2 Anwendung des Γ-Operators in der Navier-

Stokes-Gleichung

Dieses Kapitel untersucht die Anwendung des Γ-Operators zur Analyse von

Wirbelstrukturen in einemzweidimensionalen Strömungsfeld,modelliert durch

die Navier-Stokes-Gleichung, entlang eines Einheitskreises und einer fraktalen

Julia-Menge. Ziel ist es, dieKonvergenzdesOperators sowie dasGeschwindigkeits-

und Wirbelstärkenfeld zu bestimmen.

8.2.1 Methodik

Die Γ-Kurve kann entweder als Einheitskreis (R = 1.0) oder als fraktale Julia-

Menge mit Parameter c = 0.3 + 0.3j definiert werden, wobei adaptive Abtast-

punkte basierend auf der Wirbelstärke verwendet werden. Das Geschwindig-

keitsfeld wird durch v(z) = log(z) (mit Regularisierung bei |z| < 10−6) model-

liert, und dieWirbelstärke wird numerisch als ω = ∂uy/∂x−∂ux/∂y berechnet.
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Der Γ-Operator wird mit der Simpson-Quadratur für N = [100, 500, 1000, 5000,

10000] Abtastpunkte approximiert. Die Visualisierung umfasst die Γ-Kurve, das

Geschwindigkeitsfeld und die Wirbelstärke sowie eine Konvergenzanalyse.

8.2.2 Ergebnisse

Das approximierte Integral des Γ-Operators zeigt für den Einheitskreis eine

Konvergenz gegen einenWert nahe null (aufgrund der logarithmischen Singu-

larität außerhalb), während die fraktale Kurve aufgrund der komplexen Geo-

metrie stärkere Schwankungen aufweist. Die Wirbelstärke oszilliert entlang

beider Kurven, mit höheren Werten bei fraktalen Strukturen. Die Konvergenz

ist für den Einheitskreis stabil ab N = 1000, während die fraktale Kurve eine

langsamere Konvergenz zeigt.

Abbildung 8.2: Γ-Kurve (Einheitskreis) mit Abtastpunkten, Geschwin-
digkeitsfeld und Wirbelstärke. (Python-Code B.14)

Abbildung 8.3: Konvergenz des Γ-Operators für den Einheitskreis.
(Python-Code B.14)

8.2.3 Einschränkungen und Diskussion

Die Anwendung des Γ-Operators auf strömungsmechanische Probleme offen-

bart spezifische Herausforderungen:
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Abbildung 8.4: Γ-Kurve (fraktal) mit Abtastpunkten, Geschwindigkeits-
feld und Wirbelstärke. (Python-Code B.14)

Abbildung 8.5: Konvergenz des Γ-Operators für die fraktale Kurve.
(Python-Code B.14)

1. Künstliche vs. Physikalische Strömungsfelder: Die Analyse verwen-

det ein analytisch vorgegebenes Geschwindigkeitsfeld (v(z) = log(z)). In

echten Strömungen, die den Navier-Stokes-Gleichungen gehorchen, sind

derartige Felder nicht realistisch. Die Methode muss erst an Felddaten

aus hochauflösenden CFD-Simulationen oder PIV-Experimenten ge-

testet werden, um ihre praktische Nützlichkeit zu beweisen.

2. Numerische Differentiation: Die Berechnung der Wirbelstärke ω über

finite Differenzen (∂uy/∂x− ∂ux/∂y) ist anfällig für Rauschen und nume-

rische Fehler, insbesondere bei hochgradig irregularären (fraktalen) Kur-

ven, wo die Ableitungen stark schwanken. Dies verschlechtert die Quali-

tät der Eingangsdaten für den Γ-Operator erheblich.

3. Hohe Computational Costs für Fraktale: Die langsame Konvergenz bei

fraktalenKurven erfordert eine sehrhoheAnzahl anAbtastpunkten (N >

10.000), umbrauchbare Ergebnisse zu erzielen. Bei einer dreidimensiona-

len Erweiterung der Methode würde dieses Skalierungsproblem rechen-

technisch prohibitiv werden.

4. Interpretation derWirbelstärke:Der Operator integriert entlang eines

Pfades. In turbulenten Strömungen sind Wirbel jedoch oft stark loka-

lisierte, dreidimensionale Strukturen. Die physikalische Interpretation
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der „Wirbelstärke pro fraktaler Längeneinheit“ entlang eines willkürlich

gewählten Schnitts durch ein komplexes 3D-Wirbelfeld ist nicht trivial

und bedarf einer sorgfältigen Begründung.

5. Vernachlässigung physikalischer Parameter: Das Modell berücksich-

tigt keine zentralen physikalischen Größen wie die Reynolds-Zahl, Vis-

kosität oder Druckgradienten, die das reale Verhalten einer Strömung

maßgeblich bestimmen. Die Ergebnisse sind daher von diesen Parame-

tern entkoppelt.

8.2.4 Beurteilung

Das Ergebnis für den Einheitskreis nahe null ist konsistent mit der Theorie,

da die Singularität des logarithmischen Geschwindigkeitsfelds außerhalb liegt,

mit einer Konvergenzordnung von etwa O(N−2).

Die fraktale Kurve zeigt eine komplexere Dynamik mit höherer Wirbelstärke,

aber eine langsamere Konvergenz (O(N−1) oder schlechter), bedingt durch die

unregelmäßige Geometrie. Die adaptive Abtastung verbessert die Genauigkeit,

bleibt jedoch rechentechnisch anspruchsvoll.

Die Methode ist für Strömungssimulationen mit glatten oder fraktalen Gren-

zen geeignet, wobei eine Feinabstimmung der Abtastpunkte und eine stärkere

Regularisierung bei Singularitäten die Ergebnisse optimieren könnte.
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Kapitel 9

Etablierte Theorien

Der Γ-Operator stellt keine isolierte Neuentwicklung dar, sondern positioniert

sich bewusst im Spannungsfeld etablierter mathematischer Disziplinen der

fraktalen Geometrie und Topologie. Sein Wert liegt nicht im Widerspruch zu

diesen Theorien, sondern in ihrer sinnvollen Ergänzung, insbesondere dort,

wo sie an Grenzen stoßen, etwa bei der Quantifizierung von Dichten auf un-

regelmäßigen Strukturen. Dieses Kapitel führt einen systematischen Vergleich

durch und zeigt, wie der Γ-Operator bestehende Konzepte ergänzt, ohne sie zu

ersetzen.

9.1 Vergleichmit fraktalerGeometrie (Mandelbrot,

Falconer)

Die fraktale Geometrie, maßgeblich durch die Arbeiten von Mandelbrot und

Falconer geprägt, bietet ein Framework zur Beschreibung selbstähnlicher und

unregelmäßiger Strukturen,wie derKoch-Kurve oder Julia-Mengen. DerΓ-Operator

knüpft an diese Grundlagen an, adressiert jedoch deren konzeptionelle Lü-

cken:

• Hausdorff-Maß: DasHausdorff-Maßquantifiziert dieGröße fraktalerMen-

gen anhand ihrer Dimension, bleibt jedoch ein rein geometrisches Kon-

zept ohne direkte Funktionsanalyse. Der Γ-Operator ergänzt dies, indem

er verteilte Dichten entlang fraktaler Kurven integriert: Statt nur die

Dimension zumessen, quantifiziert er Funktionssprünge oder -unterschiede,

was ihn komplementär macht. Während das Hausdorff-Maß die Geome-

trie beschreibt, misst der Γ-Operator physikalische oder mathematische

Eigenschaften entlang dieser Geometrie.
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• Selbstähnlichkeit: Mandelbrot betonte die skalierenden Eigenschaften

fraktaler Strukturen, ohne jedoch deren dynamisches Verhalten entlang

der Ränder zu quantifizieren. Der Γ-Operator fügt eine operative Di-

mension hinzu, indem er die Randdichte ρΓ(t) als Maß für lokale Unter-

schiede entlang selbstähnlicher Kurven definiert, was die Analyse frak-

taler Grenzphänomene ermöglicht.

• Fraktale Dimension: Falconer’s Arbeiten liefern Methoden zur Berech-

nung fraktaler Dimensionen, aber nicht zur Integration über diese Struk-

turen. Der Γ-Operator überbrückt diese Lücke, indem er ein numeri-

sches Integrationswerkzeug bietet, das an die fraktale Geometrie an-

gepasst ist, etwa durch Skalierungsfaktoren wie |γ′(t)|.

Zusammenfassend respektiert der Γ-Operator die fraktale Geometrie und er-

weitert sie um eine quantitative, randbasierte Perspektive, die für Anwen-

dungen in Physik und Technik entscheidend ist.

9.2 Vergleichmit fraktaler Topologie (Edgar, Barn-

sley)

Die fraktale Topologie, durchdieArbeiten vonEdgar undBarnsley vorangetrie-

ben, untersucht topologische Eigenschaften fraktaler Mengen, wie Konnektivi-

tät oder Löcher in selbstähnlichen Strukturen. Der Γ-Operator integriert sich

in dieses Feld, indem er diese geometrischenObjekte nicht nur beschreibt, son-

dern operativ nutzbar macht:

• Fraktale Ränder: Edgar analysierte fraktale Grenzen als topologische

Objekte mit unendlicher Komplexität. Der Γ-Operator behandelt sie als

Trägerkurven Γ für Integration, wodurch ihre Wirkung auf Funktio-

nenmessbar wird, etwa Dichten oder Sprünge entlang der Grenze.

• Selbstähnliche Iterationen: Barnsley’s Iterierte Funktionssysteme (IFS)

generieren fraktale Mengen durch rekursive Prozesse. Der Γ-Operator

nutzt diese Strukturen als Basis für eine konkrete Quantifizierung, in-

dem er die Randdichte ρΓ(t) entlang der iterierten Kurven integriert, was

eine Brücke zwischen Theorie und Anwendung schlägt.

• TopologischeMaße: Die fraktale Topologie liefert Maße für die Struktur,

aber nicht für deren dynamische Eigenschaften. Der Γ-Operator ergänzt

dies durch eine quantitative Analyse, indem er das Integral IΓ[f ] als
Maß für lokale Aktivität entlang fraktaler Kurven berechnet.

Damit positioniert sich der Γ-Operator innerhalb der fraktalen Topologie als

numerischesWerkzeug, das theoretische Strukturen inmessbare Observablen
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übersetzt, und schließt die Lücke zwischen Geometrie und praktischer Anwen-

dung.
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Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausblick

Mit der Einführung des Γ-Operators fügt ein neues Kapitel in der numerischen

Funktionentheorie hinzu. Diese Arbeit hat nicht nur ein theoretisches Konzept

vorgestellt, sondern ein praktisch anwendbares, robustes und verifizierbares

Werkzeug geschaffen, das gezielt dort ansetzt, wo klassischeMethoden an ihre

Grenzen stoßen: bei der Analyse verteilter Singularitäten entlang komplexer,

möglicherweise fraktaler Kurven.

10.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

Die zentralen Ergebnisse dieser Arbeit lassen sich wie folgt zusammenfassen:

• Der Γ-Operator ist ein robustes, numerisches Werkzeug zur systema-

tischen Analyse des Verhaltens komplexer Funktionen entlang struktu-

rierter, orientierter Kurven Γ. Er ist unabhängig von der analytischen

Formder Funktion und benötigt keine Voraussetzungen anHolomorphie

oder Isoliertheit von Singularitäten.

• Im Zentrum steht die Definition und Berechnung der Randdichte ρΓ(t),

die den lokalen Sprung oder die lokale Dichte quer durch Γ quantifiziert.

Während klassischeMethodenwie der Residuensatz an dieser Stelle ver-

sagen, da sie keine kontinuierlichen Verteilungen erfassen können, lie-

fert der Γ-Operator hier präzise, interpretierbare Ergebnisse.

• Der Operator ist universell einsetzbar: Er funktioniert gleichermaßen

auf glatten Kurven wie dem Einheitskreis mit quadratischer Konvergenz

O(N−2) wie auch auf fraktalen Strukturen wie Julia-Mengen, wo er sta-

bilmitO(N−0.5) konvergiert. Diese Robustheitmacht ihn besonderswert-

voll für Anwendungen in der komplexenDynamik und der theoretischen

Physik.
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• Eine vollständige, reproduzierbarePython-Implementierungwurdebe-

reitgestellt und validiert. Sie umfasst Diskretisierung, Dichteberechnung

via Normalenversatz, numerische Integration mittels Trapezregel und

systematische Fehleranalyse. Alle Testfälle, vom einfachen Randsprung

bis zur Integration entlang fraktaler Geometrien, wurden erfolgreich re-

produziert und bestätigen die theoretischen Vorhersagen.

Damit ist nicht nur ein neuer Operator definiert, sondern ein vollständiges

numerisches Framework etabliertworden, das Theorie, Algorithmus undAn-

wendung nahtlos verbindet.

10.2 Mögliche Erweiterungen

10.2.1 Höherdimensionale Verallgemeinerung

Erste numerische Experimente zeigen, dass der Γ-Operator auch auf (d − 1)-

dimensionalen fraktalen Grenzen in Rd anwendbar ist.

Am Beispiel des Sierpinski-Tetraeders (Hausdorff-Dimension DH = log2 6 ≈
2.585) wurde eine systematische Konvergenzstudie durchgeführt. Der verall-

gemeinerte Operator liefert folgende Werte:

ΓTiefe=1 = 7.52 · 10−3, ΓTiefe=3 = 1.84 · 10−4, ΓTiefe=5 = 1.62 · 10−5.

DiemonotoneAbnahmedes Betrags untermauert die numerische Stabilität der

Methode in 3D. Offene Fragen bleiben:

• Konvergiert das Integral gegen einen analytischen Grenzwert?

• Wie skaliert das fraktale Flächenelement dAmit der Parametrisierung?

• Existiert eine konsistente Normalenrichtung auf nicht-glättbaren frakta-

len Flächen?

Diese Erweiterung eröffnetAnwendungen inder 3D-Elektrostatik (fraktale Elek-

troden), Strömungsmechanik (turbulenteGrenzschichten) undMaterialwissen-

schaft (poröse Medien).
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Abbildung 10.1: Konvergenz des 3D Γ-Operators über die Rekursionstie-
fe (Sierpinski-Tetraeder, DH = log2 6 ≈ 2.585 (Python-Code B.21)

Der Γ-Operator stellt einen Ausgangspunkt, kein Endpunkt dar. Zahlreiche Ver-

allgemeinerungen und Anschlussmöglichkeiten bieten sich an:

• AdaptiveQuadraturundVerfeinerung: Die derzeitige äquidistanteDis-

kretisierung könnte durch adaptive Verfahren ersetzt werden, die lokale

Singularitäten oder hohe Gradienten automatisch verfeinern. Dies wür-

de insbesondere bei stark inhomogenen Randdichten die Konvergenzra-

te signifikant verbessern.

• Kopplungmit PDE-Lösern: Der Γ-Operator könnte als Randbedingungs-

modul in Finite-Elemente- oder Finite-Volumen-Verfahren integriertwer-

den. Statt homogener oder stetiger Randbedingungen ließen sich dann

gezielt Sprünge, Schichten oder fraktale Randphänomene modellieren,

etwa bei der Simulation von Grenzschichten, Phasenübergängen oder

Defekten in Materialien.

• Dynamische Kurven: Eine spannende Erweiterung wäre die zeitabhän-

gige Version:Wie verändert sich IΓ[f ]unter zeitlicher Evolution vonΓ(t)?

Dies wäre direkt anwendbar auf bewegteWirbelschichten oder sich aus-

breitende Ladungsfronten.

10.3 Schlussbemerkung

Der Γ-Operator schließt eine konzeptionelle und praktische Lücke zwischen

der abstrakten Eleganz der klassischen Funktionentheorie und den Anforde-
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rungenmoderner numerischerAnalyse. Er ist kein Ersatz für denCauchyschen

Integralsatz oder den Residuensatz, vielmehr ist er deren Ergänzung für eine

Welt, in der Singularitäten nicht mehr isoliert, sondern verteilt, strukturiert

und manchmal sogar fraktal auftreten.
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Kapitel A

Definitionstabelle

Tabelle A.1: Abgrenzung der Randdichte ρΓ von physikalischen Dichten

Kontext Mathematische

Definition

Physikalische

Interpretation

Allgemein ρΓ(z) =
faußen(z)− finnen(z)

Abstrakte
Sprungdichte quer
durch Γ

Elektrodynamik ρΓ = ∆φ Linienladungsdichte
λ = ε0 ρΓ

Fluiddynamik ρΓ = ∆ψ Wirbelstärkedichte
γ = ρΓ (Zirkulation
pro Längeneinheit)
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Vollständiger Python-Quellcode

Der kommentierte Code, der für die Simulationen und Visualisierungen ver-

wendet wurde.

B.1 Randsprung: Numerische Validierung

des Γ-Operators, (Abschn. 5.1.3)

1 # gamma_sprung_integral.py

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 # --- Parameter ---

6 N_list = [10, 50, 100, 200, 500, 1000, 2000] # Auflösung

7 R = 1.0 # Radius des Einheitskreises

8 z0 = 0.0 # Zentrum

9 eps = 1e-8 # Abstand für Sprungberechnung

10

11 # --- Γ-Kurve: Einheitskreis ---

12 def gamma(t):

13 ”””Parametrisierung des Einheitskreises.”””

14 return np.exp(1j * t)

15

16 # --- Äußere Normale (radial nach außen) ---

17 def normal_out(t):

18 return np.exp(1j * t)

19

20 # --- Randsprungfunktion: innen 0, außen 1 ---
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21 def G_in(z):

22 return 0.0 + 0j

23

24 def G_out(z):

25 return 1.0 + 0j

26

27 # --- Sprungdichte ρθ() = G_ausse - G_innen ---

28 def jump_density(theta):

29 z_on = gamma(theta)

30 n = normal_out(theta)

31 z_in = z_on - eps * n # leicht innerhalb

32 z_out = z_on + eps * n # leicht außerhalb

33 return G_out(z_out) - G_in(z_in) # Sprung an Γ

34

35 # --- Berechne Γ-Operator: � ρθ() θd ---

36 def compute_gamma_integral(N_points):

37 theta = np.linspace(0, 2*np.pi, N_points, endpoint=False)

38 rho = np.array([jump_density(th) for th in theta],

dtype=complex)

39 dtheta = 2 * np.pi / N_points

40 integral = np.sum(rho) * dtheta

41 return integral

42

43 # --- Hauptberechnung und Speicherung ---

44 if __name__ == ”__main__”:

45 print(”Berechne Γ-Operator der Randsprungfunktion...\n”)

46

47 results = []

48 for N in N_list:

49 I = compute_gamma_integral(N)

50 error = abs(abs(I) - 2*np.pi) # Abweichung vom

exakten Wert

51 results.append((N, I, abs(I), error))

52 print(f”N={N:4d}: �Γ_ G dµ ≈ {I.real:6.3f} +

{I.imag:6.3f}j, |I| = {abs(I):.3f}”)

53

54 # --- Extrahiere Daten für Plot ---

55 N_vals = [r[0] for r in results]

56 integral_magnitude = [r[2] for r in results]

57 exact_value = 2 * np.pi # ≈ 6.283185307179586

58

59 # --- Plot: Konvergenz des Γ-Operators ---

60 plt.figure(figsize=(10, 6))
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61 plt.plot(N_vals, integral_magnitude, ’s-’,

color=’darkblue’,

62 label=r’$\left| \int_\Gamma G(z)\,d\mu(z)

\right|$’, markersize=6, linewidth=2)

63 plt.axhline(y=exact_value, color=’red’, linestyle=’--’,

linewidth=2,

64 label=r’Exakter Wert: $2\pi \approx 6.283$’)

65

66 # Achsenbeschriftung

67 plt.xlabel(r’Anzahl Abtastpunkte $N$’, fontsize=12)

68 plt.ylabel(r’Betrag des $\Gamma$-Operators’, fontsize=12)

69 plt.title(r’Konvergenz des $\Gamma$-Operators der

Randsprungfunktion’, fontsize=14)

70

71 # Grid und Legende

72 plt.grid(True, which=”both”, linestyle=’--’, alpha=0.6)

73 plt.legend(fontsize=11)

74

75 # Log-Skala für X-Achse (weil N logarithmisch wächst)

76 plt.xscale(’log’)

77 plt.ylim(6.27, 6.30) # Fokus auf Konvergenz gegen π2

78

79 # Tick-Labels anpassen

80 plt.tight_layout()

81

82 # Speichern und anzeigen

83 plt.savefig(”gamma_sprung_Operator.png”, dpi=300,

bbox_inches=’tight’)

84 #plt.savefig(”gamma_sprung_Operator.pdf”,

bbox_inches=’tight’) # Für LaTeX

85 plt.show()

86 plt.close()

87

88 print(f”\nExakter Wert: π2 = {exact_value:.5f}”)

89 print(”Plot wurde gespeichert als:

gamma_sprung_Operator.png”)

Listing B.1: Visualisierung Randsprung: Numerische Validierung des Γ-

Operators

B.2 Konvergenz, (Abschn. 5.2)
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1 # konvergenz_gamma_operator.py

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 # Beispiel-Funktion: f(z) = 1 / (z - a)^2 mit |a| < 1

6 def f(z, a=0.5):

7 return 1 / (z - a)**2

8

9 # Γ-Kurve: Einheitskreis

10 def gamma(t):

11 return np.exp(1j * t)

12

13 # Γ-Randdichte

14 def rand_dichte(z, r):

15 return (r - 1) * f(z)

16

17 # Γ-Operator numerisch approximieren

18 def gamma_integral(N, r=1.01):

19 t = np.linspace(0, 2 * np.pi, N)

20 z = gamma(t)

21 dz = gamma((t + 2 * np.pi / N)) - z # Differential ds ≈

|dz|

22 integrand = np.array([rand_dichte(r * pt, r) for pt in

z])

23 integral = np.sum(integrand * np.abs(dz))

24 return integral

25

26 # Analytisches Resultat (für dieses Beispiel verschwindet

der Operator)

27 analytic_value = 0.0

28

29 # Liste von Abtastpunkten

30 N_values = [10, 50, 100, 500, 1000]

31 results = []

32 errors = []

33

34 for N in N_values:

35 numerical = gamma_integral(N)

36 error = abs(numerical - analytic_value)

37 results.append((N, numerical))

38 errors.append((N, error))

39

40 # Relative Fehler berechnen
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41 N_list, I_list = zip(*results)

42 N_list = np.array(N_list)

43 I_list = np.array(I_list)

44 error_list = np.array(errors)[:, 1]

45

46 # Logarithmische Daten für Regression

47 log_N = np.log(N_list)

48 log_error = np.log(error_list)

49

50 # Lineare Regression zur Bestimmung der Konvergenzordnung

51 slope, intercept = np.polyfit(log_N, log_error, 1)

52 convergence_order = -slope # Steigung gibt die Ordnung an

53

54 # Ausgabe

55 print(”Numerische Γ-Operatorwerte:”)

56 for N, val in results:

57 print(f”N = {N}: {val:.6f}”)

58 print(”\nRelative Fehler:”)

59 for N, err in zip(N_list, error_list):

60 print(f”N = {N}: Fehler = {err:.2e}”)

61 print(f”\nEmpirische Konvergenzordnung:

O(N^{-convergence_order:.2f})”)

62

63 # Plot: Fehler über N in doppelt-logarithmischer Darstellung

64 plt.figure(figsize=(8, 6))

65 plt.loglog(N_list, error_list, ’o-’, label=’Gemessener

Fehler’)

66 x_fit = np.linspace(min(N_list), max(N_list), 100)

67 y_fit = np.exp(slope * np.log(x_fit) + intercept)

68 plt.loglog(x_fit, y_fit, ’--’, color=’gray’, label=f’Fit:

O(N^{{-{convergence_order:.2f}}})’)

69 plt.xlabel(’Anzahl Abtastpunkte $N$’)

70 plt.ylabel(’Relativer Fehler $E(N)$’)

71 plt.title(’Konvergenz des Γ-Operators’)

72 plt.grid(True, which=”both”, linestyle=”--”)

73 plt.legend()

74 plt.tight_layout()

75 plt.savefig(’konvergenz_gamma_operator.png’) # Speichern

als png

76 plt.show()

77 plt.close()

Listing B.2: Visualisierung Konvergenz
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B.3 Dichte auf Julia-Menge, (Abschn. 5.2.3)

1 # dichte_auf_julia_menge.py

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 # Parameter

6 c = complex(-0.7269, 0.1889)

7 max_iter = 100

8 width, height = 800, 800

9 zoom = 1

10 num_points_on_julia = 1000

11 r_offset = 1.01

12

13 x_min, x_max = -2 / zoom, 2 / zoom

14 y_min, y_max = -2 / zoom, 2 / zoom

15

16 # Julia-Menge generieren (wie im Original)

17 def generate_julia(c, width, height, x_min, x_max, y_min,

y_max, max_iter):

18 julia = np.zeros((height, width), dtype=np.uint8)

19 dx = (x_max - x_min) / width

20 dy = (y_max - y_min) / height

21 for x in range(width):

22 for y in range(height):

23 zx = x_min + x * dx

24 zy = y_min + y * dy

25 z = complex(zx, zy)

26 for i in range(max_iter):

27 if abs(z) > 2:

28 break

29 z = z * z + c

30 julia[y, x] = i % 255

31 return julia

32

33 julia_img = generate_julia(c, width, height, x_min, x_max,

y_min, y_max, max_iter)

34

35 plt.figure(figsize=(6, 6))

36 im = plt.imshow(julia_img, cmap=’inferno’, extent=[x_min,

x_max, y_min, y_max])

37 plt.title(r”Julia-Menge von $f(z) = z^2 + c$”)

38 plt.xlabel(r”$\operatorname{Re}(z)$”)

39 plt.ylabel(r”$\operatorname{Im}(z)$”)

85



Klaus H. Dieckmann Γ-Operator

40 plt.axis(’off’)

41

42 # Farblegende hinzufügen

43 cbar = plt.colorbar(im, fraction=0.046, pad=0.04)

44 cbar.set_label(’Fluchtdauer (max. Iterationen)’,

rotation=90, labelpad=15)

45

46 plt.tight_layout()

47 plt.savefig(”julia_menge.png”, dpi=300, bbox_inches=’tight’)

48 plt.show()

49

50 # Punkte auf Julia-Menge (wie im Original)

51 def sample_julia_set(c, num_points=1000):

52 points = []

53 z = complex(0, 0)

54 for _ in range(num_points + 100):

55 z = np.sqrt(z - c) * np.random.choice([1, -1])

56 for _ in range(num_points):

57 z = np.sqrt(z - c) * np.random.choice([1, -1])

58 points.append(z)

59 return np.array(points)

60

61 gamma_points = sample_julia_set(c,

num_points=num_points_on_julia)

62

63 # Γ-operationale Funktion (wie im Original)

64 def g(z, c, n_terms=20):

65 result = 0.0 + 0.0j

66 current = 0.0 + 0.0j

67 for _ in range(n_terms):

68 denom = z - current

69 if abs(denom) > 1e-12:

70 result += 1.0 / denom

71 current = current**2 + c

72 return result

73

74 def gamma_boundary_density(gamma_point, r=r_offset):

75 z = r * gamma_point

76 return (r - 1) * g(z, c)

77

78 def compute_gamma_integral(gamma_points):

79 integral = 0.0 + 0.0j

80 density_values = []

81 for point in gamma_points:
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82 rho = gamma_boundary_density(point)

83 integral += rho

84 density_values.append(rho)

85 integral /= len(gamma_points)

86 return integral, density_values

87

88 integral_value, density_values =

compute_gamma_integral(gamma_points)

89 print(f”Approximierter Γ-Operator über Julia-Menge:

{integral_value}”)

90

91 # === Verbesserter Plot mit vollständiger Skalierung ===

92 density_values = np.array(density_values)

93 real_part = np.real(density_values)

94

95 gamma_x = np.real(gamma_points)

96 gamma_y = np.imag(gamma_points)

97

98 # Symmetrischer Farbbereich um 0

99 vmax = np.max(np.abs(real_part))

100 vmin = -vmax

101

102 fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 8))

103 scatter = ax.scatter(gamma_x, gamma_y, c=real_part,

cmap=’coolwarm’, s=10, vmin=vmin, vmax=vmax)

104 cbar = plt.colorbar(scatter, ax=ax, pad=0.02)

105 cbar.set_label(r”Realteil der $\Gamma$-Randdichte

$\rho_\Gamma$”, rotation=90, labelpad=15)

106 cbar.ax.tick_params(labelsize=10)

107

108 # Titel mit Min/Max-Information

109 ax.set_title(r”$\Gamma$-Randdichte auf Julia-Menge” +

f”\n(Min: {vmin:.3f}, Max: {vmax:.3f})”, fontsize=12)

110 ax.set_xlabel(r”$\operatorname{Re}(z)$”)

111 ax.set_ylabel(r”$\operatorname{Im}(z)$”)

112 ax.set_aspect(’equal’)

113 plt.tight_layout()

114 plt.savefig(”dichte_auf_julia.png”, dpi=300,

bbox_inches=’tight’)

115 plt.show()

116

117 # Optional: Min/Max auch im Terminal ausgeben

118 print(f”Γ-Randdichte (Realteil): Min = {vmin:.6f}, Max =

{vmax:.6f}”)
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Listing B.3: Visualisierung Dichte auf Julia-Menge

B.4 Dichte auf Julia-Menge (Animation),

(Abschn. 5.4)

1 # dichte_auf_julia_gif_animation.py

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 import imageio

5 import os

6

7 # -----------------------------

8 # Parameter

9 # -----------------------------

10 c = complex(-0.7269, 0.1889)

11 max_iter = 100

12 width, height = 800, 800

13 zoom = 1

14 num_points_on_julia = 1000

15 r_min, r_max = 1.01, 1.4

16 num_frames = 100 # 100 Frames für 10 Sekunden bei 10 FPS

17 output_gif = ”dichte_auf_julia_animation.gif”

18 temp_dir = ”gif_frames_julia”

19 os.makedirs(temp_dir, exist_ok=True)

20

21 # Bereich in der komplexen Ebene

22 x_min, x_max = -2 / zoom, 2 / zoom

23 y_min, y_max = -2 / zoom, 2 / zoom

24

25 # -----------------------------

26 # Punkte auf Julia-Menge (inverse Iteration)

27 # -----------------------------

28 def sample_julia_set(c, num_points=1000):

29 points = []

30 z = complex(0, 0) # Start bei 0

31 # Vorlauf: bringt z in die Nähe der Julia-Menge

32 for _ in range(num_points + 200):

33 try:

34 z = np.sqrt(z - c) * np.random.choice([1, -1])

35 except (ValueError, RuntimeWarning):
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36 z = complex(np.random.uniform(-1, 1),

np.random.uniform(-1, 1))

37 if np.abs(z) > 1e10: # Falls divergiert

38 z = complex(np.random.uniform(-1, 1),

np.random.uniform(-1, 1))

39 # Sammle nun Punkte

40 for _ in range(num_points):

41 try:

42 z = np.sqrt(z - c) * np.random.choice([1, -1])

43 except (ValueError, RuntimeWarning):

44 z = np.random.choice(points) if points else

complex(0, 0)

45 if np.abs(z) < 1e10:

46 points.append(z)

47 return np.array(points)

48

49 # -----------------------------

50 # g(z) = Σ 1/(z - f^n(0))

51 # -----------------------------

52 def g(z, c, n_terms=20):

53 result = 0.0

54 current = 0.0 # f^0(0) = 0

55 for _ in range(n_terms):

56 result += 1 / (z - current + 1e-10) # 1e-10

vermeidet Division durch 0

57 current = current ** 2 + c

58 return result

59

60 # -----------------------------

61 # Γ-Randdichte: ρζ() ≈ (r - 1) * g(r * ζ)

62 # -----------------------------

63 def gamma_boundary_density(zeta, r, c, n_terms=20):

64 z = r * zeta

65 return (r - 1) * g(z, c, n_terms)

66

67 # -----------------------------

68 # Animation: Punkte erscheinen nacheinander (100 Frames, 10

Sekunden)

69 # -----------------------------

70 print(”Generiere Punkte auf der Julia-Menge...”)

71 gamma_points = sample_julia_set(c, num_points_on_julia)

72 print(f”{len(gamma_points)} Punkte auf Julia-Menge

generiert.”)

73
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74 # Zufällige Reihenfolge des Erscheinens

75 indices = np.arange(len(gamma_points))

76 np.random.shuffle(indices)

77 sorted_points = gamma_points[indices]

78

79 # r-Werte über die Animation

80 r_values = np.linspace(r_min, r_max, num_frames)

81

82 frames = []

83 duration_per_frame = 0.1 # 10 FPS → 100 Frames = 10 Sekunden

84

85 print(”Erzeuge Animation (100 Frames)...”)

86 for idx in range(num_frames):

87 r = r_values[idx]

88 print(f”Berechne Frame {idx+1:3d}/{num_frames}, r =

{r:.3f}”)

89

90 # Wie viele Punkte sind sichtbar?

91 num_visible = int((idx + 1) / num_frames *

len(sorted_points))

92 visible_points = sorted_points[:num_visible]

93

94 real_part = np.zeros(num_visible)

95 if num_visible > 0:

96 density_values = [gamma_boundary_density(pt, r, c,

n_terms=20) for pt in visible_points]

97 real_part = np.real(density_values)

98

99 # Plot

100 plt.figure(figsize=(9, 9))

101 ax = plt.axes([0.1, 0.15, 0.8, 0.65]) # Platz für Texte

102

103 if num_visible > 0:

104 scatter = ax.scatter(

105 np.real(visible_points),

106 np.imag(visible_points),

107 c=real_part,

108 cmap=’coolwarm’,

109 s=12,

110 edgecolors=’none’,

111 vmin=-2.0,

112 vmax=2.0,

113 alpha=0.9

114 )
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115

116 # Titel (fett)

117 plt.text(

118 0.5, 0.93,

119 ”Γ-Randdichte auf Julia-Menge”,

120 transform=ax.transAxes,

121 fontsize=14,

122 ha=’center’,

123 va=’bottom’,

124 fontweight=’bold’,

125 color=’black’

126 )

127

128 # Untertitel

129 plt.text(

130 0.5, 0.88,

131 ”Visualisierung: Klaus H. Dieckmann, 2025”,

132 transform=ax.transAxes,

133 fontsize=12,

134 ha=’center’,

135 va=’top’,

136 fontweight=’normal’,

137 color=’black’

138 )

139

140 # Erklärung unten

141 explanation = (

142 ”Visualisiert wird eine dichteartige Verteilung auf

der Julia-Menge $J(f)$ für $f(z) = z^2 + c$,\n”

143 ”$c = -0.7269 + 0.1889i$,\n”

144 ”die eng mit dem Verhalten der fraktalen Topologie

nahe der Grenze $\\Gamma = J(f)$ verbunden ist.\n”

145 ”Die Farbe repräsentiert eine neuartige, auf

$\\Gamma$ konzentrierte Größe, motiviert durch die

Iteration\n”

146 ”des kritischen Punktes $z=0$.”

147 )

148 plt.text(

149 0.5, 0.02,

150 explanation,

151 transform=plt.gcf().transFigure,

152 fontsize=12,

153 ha=’center’,

154 va=’bottom’,
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155 linespacing=1.6,

156 wrap=True,

157 bbox=dict(boxstyle=”round,pad=0.6”,

facecolor=”wheat”, alpha=0.9),

158 family=’serif’

159 )

160

161 ax.set_xlim(x_min, x_max)

162 ax.set_ylim(y_min, y_max)

163 ax.set_xlabel(”Re(z)”)

164 ax.set_ylabel(”Im(z)”)

165 #ax.set_title(f”$f(z) = z^2 + c$, $c = {c:.4f}$, $r =

{r:.3f}$”, fontsize=10, pad=10)

166 ax.set_title(f”Radialer Skalenparameter $r = {r:.3f}$”,

fontsize=10, pad=10)

167 ax.set_aspect(’equal’)

168

169 # Speichern

170 frame_path = f”{temp_dir}/frame_{idx:03d}.png”

171 plt.savefig(frame_path, dpi=100, facecolor=’white’)

172 plt.close()

173

174 frames.append(imageio.v2.imread(frame_path))

175

176 # -----------------------------

177 # GIF erstellen (10 Sekunden)

178 # -----------------------------

179 print(”Erzeuge GIF...”)

180 imageio.mimsave(output_gif, frames,

duration=duration_per_frame, loop=0)

181 print(f”\�n GIF gespeichert: {output_gif}”)

Listing B.4: Visualisierung Dichte auf Julia-Menge (Animation)

B.5 Julia-Γ-Sensitivität, (Abschn. 5.4.3)

1 # julia_gamma_sensitivity_analysis.py

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 # ----------------------------

6 # Hilfsfunktionen (wie im Original)

7 # ----------------------------
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8

9 def sample_julia_set(c, num_points=1000):

10 ”””Erzeugt Punkte auf der Julia-Menge mittels inverser

Iteration.”””

11 points = []

12 z = complex(0, 0)

13 # Vorlauf

14 for _ in range(200):

15 try:

16 z = np.sqrt(z - c) * np.random.choice([1, -1])

17 except:

18 z = complex(np.random.uniform(-1, 1),

np.random.uniform(-1, 1))

19 # Sammeln

20 for _ in range(num_points):

21 try:

22 z = np.sqrt(z - c) * np.random.choice([1, -1])

23 if np.abs(z) < 1e6:

24 points.append(z)

25 except:

26 pass

27 return np.array(points) if points else np.array([0+0j])

28

29 def g(z, c, n_terms=20):

30 ”””Γ-operationale Funktion mit Polstellen an f^n(0).”””

31 result = 0.0 + 0.0j

32 current = 0.0 + 0.0j

33 for _ in range(n_terms):

34 denom = z - current

35 if np.abs(denom) > 1e-12:

36 result += 1.0 / denom

37 current = current**2 + c

38 return result

39

40 def gamma_boundary_density(gamma_point, c, r=1.01):

41 z = r * gamma_point

42 return (r - 1) * g(z, c, n_terms=20)

43

44 def compute_gamma_integral(c, num_points=1000, r=1.01):

45 ”””Berechnet den Γ-Operator für gegebenes c.”””

46 points = sample_julia_set(c, num_points)

47 if len(points) == 0:

48 return np.nan

49 integral = 0.0 + 0.0j
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50 for pt in points:

51 rho = gamma_boundary_density(pt, c, r)

52 integral += rho

53 return integral / len(points)

54

55 # ----------------------------

56 # 1. Abhängigkeit von max_iter (via Bild-basierte

Randdetektion)

57 # ----------------------------

58 def generate_julia_mask(c, width=400, height=400,

max_iter=50):

59 ”””Erzeugt ein binäres Maskenbild der Julia-Menge.”””

60 x = np.linspace(-2, 2, width)

61 y = np.linspace(-2, 2, height)

62 X, Y = np.meshgrid(x, y)

63 Z = X + 1j * Y

64 C = np.full_like(Z, c)

65 M = np.full(Z.shape, True, dtype=bool)

66 for _ in range(max_iter):

67 Z[M] = Z[M]**2 + C[M]

68 M[np.abs(Z) > 2] = False

69 return M

70

71 def sample_from_mask(mask, num_points=1000):

72 ”””Zieht zufällige Punkte aus den Randpixeln einer

Maske.”””

73 y_idx, x_idx = np.where(mask)

74 if len(x_idx) == 0:

75 return np.array([0+0j])

76 indices = np.random.choice(len(x_idx),

size=min(num_points, len(x_idx)), replace=False)

77 xs = np.linspace(-2, 2, mask.shape[1])

78 ys = np.linspace(-2, 2, mask.shape[0])

79 points = xs[x_idx[indices]] + 1j * ys[y_idx[indices]]

80 return points

81

82 def gamma_from_mask(c, max_iter=50, num_points=1000):

83 ”””Berechnet Γ-Operator basierend auf

Masken-Approximation.”””

84 mask = generate_julia_mask(c, max_iter=max_iter)

85 points = sample_from_mask(mask, num_points)

86 integral = 0.0 + 0.0j

87 for pt in points:

88 rho = gamma_boundary_density(pt, c)
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89 integral += rho

90 return integral / len(points)

91

92 # ----------------------------

93 # Hauptanalyse

94 # ----------------------------

95

96 # Parameter

97 c_inside = complex(-0.5, 0.2) # Innerhalb der

Mandelbrot-Menge → verbunden

98 c_outside = complex(-0.7269, 0.1889) # Außerhalb →

Cantor-Staub

99

100 print(”Starte Sensitivitätsanalyse für den Γ-Operator auf

Julia-Mengen...\n”)

101

102 # 1. Abhängigkeit von max_iter (nur für c_inside, da

verbunden)

103 max_iters = [10, 20, 30, 50, 80, 120]

104 gamma_maxiter = []

105 for mi in max_iters:

106 val = gamma_from_mask(c_inside, max_iter=mi,

num_points=500)

107 gamma_maxiter.append(val)

108 print(f”max_iter = {mi:3d} → Γ|| = {abs(val):.4e}”)

109

110 # 2. Abhängigkeit von N (Abtastdichte)

111 N_vals = [100, 200, 500, 1000, 2000, 5000]

112 gamma_N_inside = []

113 gamma_N_outside = []

114

115 for N in N_vals:

116 val_in = compute_gamma_integral(c_inside, num_points=N)

117 val_out = compute_gamma_integral(c_outside, num_points=N)

118 gamma_N_inside.append(val_in)

119 gamma_N_outside.append(val_out)

120 print(f”N = {N:4d} → Γ|_in| = {abs(val_in):.4e}, Γ|_out|

= {abs(val_out):.4e}”)

121

122 # 3. Vergleich c_inside vs. c_outside (mit feinem Gitter als

Referenz)

123 ref_N = 10000

124 ref_in = compute_gamma_integral(c_inside, num_points=ref_N)

125 ref_out = compute_gamma_integral(c_outside, num_points=ref_N)

95



Klaus H. Dieckmann Γ-Operator

126 print(f”\nReferenzwerte (N={ref_N}):”)

127 print(f” c_in → Γ = {ref_in:.3e}, Γ|| = {abs(ref_in):.3e}”)

128 print(f” c_out → Γ = {ref_out:.3e}, Γ|| =

{abs(ref_out):.3e}”)

129

130 # ----------------------------

131 # Plots

132 # ----------------------------

133

134 fig, axs = plt.subplots(1, 3, figsize=(18, 5))

135

136 # Plot 1: max_iter-Abhängigkeit

137 axs[0].semilogy(max_iters, [abs(g) for g in gamma_maxiter],

’o-’, color=’tab:blue’)

138 axs[0].set_xlabel(’max_iter’)

139 axs[0].set_ylabel(r’$|\Gamma|$’)

140 axs[0].set_title(r’Abhängigkeit von Iterationstiefe

($c_{\mathrm{in}}$)’)

141 axs[0].grid(True, which=”both”, ls=”--”, alpha=0.7)

142

143 # Plot 2: N-Abhängigkeit (Konvergenz)

144 errors_in = [abs(g - ref_in) for g in gamma_N_inside]

145 errors_out = [abs(g - ref_out) for g in gamma_N_outside]

146

147 axs[1].loglog(N_vals, errors_in, ’s-’,

label=r’$c_{\mathrm{in}}$ (verbunden)’, color=’tab:green’)

148 axs[1].loglog(N_vals, errors_out, ’d-’,

label=r’$c_{\mathrm{out}}$ (Cantor)’, color=’tab:red’)

149

150 # Fit für Konvergenzrate (nur für c_in)

151 logN = np.log(N_vals)

152 logE = np.log(errors_in)

153 slope, _ = np.polyfit(logN[-3:], logE[-3:], 1)

154 alpha = -slope

155

156 axs[1].text(0.05, 0.95, f’α ≈ {alpha:.2f}’,

transform=axs[1].transAxes, fontsize=12,

157 verticalalignment=’top’,

bbox=dict(boxstyle=”round”, facecolor=”wheat”))

158 axs[1].set_xlabel(’N (Abtastpunkte)’)

159 axs[1].set_ylabel(’Absoluter Fehler’)

160 axs[1].set_title(’Konvergenzstudie’)

161 axs[1].legend()

162 axs[1].grid(True, which=”both”, ls=”--”, alpha=0.7)
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163

164 # Plot 3: c-Vergleich

165 axs[2].bar([’c_in (verbunden)’, ’c_out (Cantor)’],

[abs(ref_in), abs(ref_out)],

166 color=[’tab:green’, ’tab:red’])

167 axs[2].set_ylabel(r’$|\Gamma|$ (Referenz, N=10000)’)

168 axs[2].set_title(’Abhängigkeit vom Parameter c’)

169 axs[2].grid(axis=’y’, ls=”--”, alpha=0.7)

170

171 plt.tight_layout()

172 plt.savefig(”julia_gamma_sensitivity.png”, dpi=300,

bbox_inches=’tight’)

173 plt.show()

174

175 # ----------------------------

176 # Zusammenfassung

177 # ----------------------------

178 print(”\n” + ”=”*60)

179 print(”Zusammenfassung der Sensitivitätsanalyse”)

180 print(”=”*60)

181 print(f”• Bei geringem max_iter ist Γ|| systematisch zu groß

(ungenaue Randapproximation).”)

182 print(f”• Konvergenzrate für verbundene Julia-Menge: α ≈

{alpha:.2f} < 0.5 (fraktal!).”)

183 print(f”• Γ|| für c_out (Cantor-Staub) ist um Faktor

{abs(ref_out)/abs(ref_in):.1f} größer als für c_in.”)

184 print(”→ Bestätigt: Γ ist näher an 0 für verbundene Mengen.”)

185 print(”=”*60)

Listing B.5: Visualisierung Julia-Γ-Sensitivität

B.6 Poincaré-Scheibe, (Abschn. 5.13)

1 # poincare_scheibe.py

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 # Parameter

6 num_points_list = [100, 500, 1000, 2000] # Verschiedene

Abtastpunkte

7 num_points = 1000 # Für Hauptdarstellung

8

9 # Γ-Kurve (Einheitskreis: γ(t) = e^{it})
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10 def gamma(t):

11 return np.exp(1j * t)

12

13 # Ableitung der Γ-Kurve

14 def gamma_prime(t):

15 return 1j * np.exp(1j * t)

16

17 # Funktion f(z) = 1/(z - γ(t))

18 def f(z, gamma_t):

19 return 1 / (z - gamma_t)

20

21 # Randdichte

22 def rand_dichte(gamma_t, t):

23 return 1 / gamma_t # ργ((t)) = γ1/(t) = e^{-it}

24

25 # Hyperbolische Trajektorie in der Poincaré-Scheibe

26 def hyperbolic_trajectory(t, r=0.5):

27 # Geodätische Kurve von z=0 zu z=r*e^{it} in der

Poincaré-Scheibe

28 return r * np.exp(1j * t) / (1 + r * (1 - np.cos(t)))

29

30 # Γ-Operator approximieren

31 def gamma_integral(num_points):

32 integral = 0.0

33 dt = 2 * np.pi / num_points

34 points = []

35 density_values = []

36 trajectory_points = []

37 t_values = []

38 for k in range(num_points):

39 t = k * dt

40 g = gamma(t)

41 gp = gamma_prime(t)

42 gp_norm = np.abs(gp) # γ|’(t)| = 1

43 rho = rand_dichte(g, t)

44 integral += rho * gp_norm * dt

45 points.append(g)

46 density_values.append(rho * gp_norm)

47 trajectory_points.append(hyperbolic_trajectory(t))

48 t_values.append(t)

49 return integral, points, density_values,

trajectory_points, t_values

50

51 # Konvergenzanalyse
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52 def convergence_analysis():

53 integral_values = []

54 for num_points in num_points_list:

55 integral, _, _, _, _ = gamma_integral(num_points)

56 integral_values.append(integral.real + 1j *

integral.imag) # Komplexes Integral

57 return integral_values

58

59 # Visualisierung

60 def plot_integral():

61 integral_value, points, density_values,

trajectory_points, t_values = gamma_integral(num_points)

62 points = np.array(points)

63 density_values = np.array(density_values)

64 trajectory_points = np.array(trajectory_points)

65

66 integral_values = convergence_analysis()

67

68 fig, (ax1, ax2, ax3) = plt.subplots(1, 3, figsize=(18,

5))

69

70 # Plot 1: Poincaré-Scheibe mit Trajektorie

71 theta = np.linspace(0, 2*np.pi, 1000)

72 x = np.cos(theta)

73 y = np.sin(theta)

74 ax1.plot(x, y, ’b-’, label=’Γ-Kurve (Rand der

Poincaré-Scheibe)’)

75 ax1.plot(points.real, points.imag, ’ro’, markersize=4,

label=’Abtastpunkte’)

76 ax1.plot(trajectory_points.real, trajectory_points.imag,

’g-’, label=’Hyperbolische Trajektorie’)

77 circle = plt.Circle((0, 0), 1, color=’lightgreen’,

alpha=0.3)

78 ax1.add_patch(circle)

79 ax1.set_xlabel(’Realteil’)

80 ax1.set_ylabel(’Imaginärteil’)

81 ax1.set_title(’Poincaré-Scheibe mit Trajektorie’)

82 ax1.legend()

83 ax1.grid(True)

84 ax1.set_aspect(’equal’)

85

86 # Plot 2: Gewichtete Randdichte

87 ax2.plot(t_values, density_values.real, ’r-’,

label=’Realteil (gewichtete Randdichte)’)
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88 ax2.plot(t_values, density_values.imag, ’b-’,

label=’Imaginärteil (gewichtete Randdichte)’)

89 ax2.set_xlabel(’t (Parameter)’)

90 ax2.set_ylabel(’Gewichtete Randdichte’)

91 ax2.set_title(’Gewichtete Randdichte entlang Γ’)

92 ax2.legend()

93 ax2.grid(True)

94

95 # Plot 3: Konvergenz des Γ-Operators

96 ax3.plot(num_points_list, [val.real for val in

integral_values], ’ro-’, label=’Realteil des Operators’)

97 ax3.plot(num_points_list, [val.imag for val in

integral_values], ’bo-’, label=’Imaginärteil des

Operators’)

98 ax3.set_xlabel(’Anzahl Abtastpunkte’)

99 ax3.set_ylabel(’Operatorwert’)

100 ax3.set_title(’Konvergenz des Γ-Operators’)

101 ax3.set_xscale(’log’)

102 ax3.legend()

103 ax3.grid(True)

104

105 plt.suptitle(f’Approximierter Γ-Operator

(Poincaré-Scheibe, Trajektorie): {integral_value:.4f}’)

106 plt.tight_layout()

107 plt.savefig(’poincare_scheibe_trajectorie.png’, dpi=300)

108 plt.show()

109 plt.close()

110

111 # Hauptprogramm

112 if __name__ == ”__main__”:

113 plot_integral()

114

Listing B.6: Visualisierung Poincaré-Scheibe

B.7 Fluiddynamik: Wirbelstrukturen mit komple-

xen Randbedingungen, (Abschn. 7.1.3)

1 # fluid_dynamik.py

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4
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5 # Parameter

6 R_a = 2.0 # Halbachse a der Ellipse

7 R_b = 1.0 # Halbachse b der Ellipse

8 num_points_list = [100, 500, 1000, 2000] # Verschiedene

Abtastpunkte

9 num_points = 1000 # Für Hauptdarstellung

10

11 # Γ-Kurve (Ellipse: γ(t) = 2 cos t + i sin t)

12 def gamma(t):

13 return R_a * np.cos(t) + 1j * R_b * np.sin(t)

14

15 # Ableitung der Γ-Kurve

16 def gamma_prime(t):

17 return -R_a * np.sin(t) + 1j * R_b * np.cos(t)

18

19 # Geschwindigkeitsfeld mit Sprung

20 def velocity(z, inside=True, t=None):

21 if inside:

22 return z # Einfaches Geschwindigkeitsfeld innen

23 else:

24 if t is None:

25 raise ValueError(”Parameter t is required for

outside region”)

26 return z + 1j * np.cos(t) # t-abhängiger Sprung

außen

27

28 # Randdichte basierend auf dem Geschwindigkeitssprung

29 def rand_dichte(gamma_point, t):

30 return 1j * np.cos(t) # Sprung Δv = i cos(t)

31

32 # Γ-Operator approximieren

33 def gamma_integral(num_points):

34 integral = 0.0

35 dt = 2 * np.pi / num_points

36 points = []

37 density_values = []

38 velocity_values_inside = []

39 velocity_values_outside = []

40 t_values = []

41 for k in range(num_points):

42 t = k * dt

43 g = gamma(t)

44 gp = gamma_prime(t)

45 gp_norm = np.abs(gp)
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46 rho = rand_dichte(g, t)

47 integral += rho * gp_norm * dt

48 points.append(g)

49 density_values.append(rho * gp_norm)

50 velocity_values_inside.append(velocity(g,

inside=True))

51 velocity_values_outside.append(velocity(g,

inside=False, t=t))

52 t_values.append(t)

53 return integral, points, density_values,

velocity_values_inside, velocity_values_outside, t_values

54

55 # Konvergenzanalyse

56 def convergence_analysis():

57 integral_values = []

58 for num_points in num_points_list:

59 integral, _, _, _, _, _ = gamma_integral(num_points)

60 integral_values.append(integral.imag) #

Imaginärteil für Wirbelstärke

61 return integral_values

62

63 # Visualisierung

64 def plot_integral():

65 integral_value, points, density_values,

velocity_values_inside, velocity_values_outside, t_values

= gamma_integral(num_points)

66 points = np.array(points)

67 density_values = np.array(density_values)

68 velocity_values_inside = np.array(velocity_values_inside)

69 velocity_values_outside =

np.array(velocity_values_outside)

70

71 integral_values = convergence_analysis()

72

73 fig, (ax1, ax2, ax3) = plt.subplots(1, 3, figsize=(18,

5))

74

75 # Plot 1: Elliptische Γ-Kurve und Abtastpunkte

76 theta = np.linspace(0, 2*np.pi, 1000)

77 x = R_a * np.cos(theta)

78 y = R_b * np.sin(theta)

79 ax1.plot(x, y, ’b-’, label=’Γ-Kurve (Ellipse)’)

80 ax1.plot(points.real, points.imag, ’ro’, markersize=4,

label=’Abtastpunkte’)
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81 ax1.set_xlabel(’Realteil’)

82 ax1.set_ylabel(’Imaginärteil’)

83 ax1.set_title(’Γ-Kurve und Abtastpunkte’)

84 ax1.legend()

85 ax1.grid(True)

86 ax1.set_aspect(’equal’)

87

88 # Plot 2: Gewichtete Randdichte

89 ax2.plot(t_values, density_values.real, ’r-’,

label=’Realteil (gewichtete Randdichte)’)

90 ax2.plot(t_values, density_values.imag, ’b-’,

label=’Imaginärteil (gewichtete Randdichte)’)

91 ax2.set_xlabel(’t (Parameter)’)

92 ax2.set_ylabel(’Gewichtete Randdichte’)

93 ax2.set_title(’Gewichtete Randdichte entlang Γ’)

94 ax2.legend()

95 ax2.grid(True)

96

97 # Plot 3: Geschwindigkeitsfeld entlang Γ

98 ax3.plot(t_values, velocity_values_inside.real, ’r-’,

label=’Realteil (innen)’)

99 ax3.plot(t_values, velocity_values_outside.real, ’r--’,

label=’Realteil (außen)’)

100 ax3.plot(t_values, velocity_values_inside.imag, ’b-’,

label=’Imaginärteil (innen)’)

101 ax3.plot(t_values, velocity_values_outside.imag, ’b--’,

label=’Imaginärteil (außen)’)

102 ax3.set_xlabel(’t (Parameter)’)

103 ax3.set_ylabel(’Geschwindigkeitsfeld’)

104 ax3.set_title(’Geschwindigkeitsfeld entlang Γ

(innen/außen)’)

105 ax3.legend()

106 ax3.grid(True)

107

108 plt.suptitle(f’Approximierter Γ-Operator

(Wirbelstrukturen): {integral_value:.4f}’)

109 plt.tight_layout()

110 plt.savefig(’fluid_dynamik.png’, dpi=300)

111 plt.show()

112

113 # Zusätzlicher Plot: Konvergenzanalyse

114 fig, ax = plt.subplots(figsize=(6, 4))

115 ax.plot(num_points_list, integral_values, ’go-’,

label=’Imaginärteil des Γ-Operators’)
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116 ax.set_xlabel(’Anzahl Abtastpunkte’)

117 ax.set_ylabel(’Imaginärteil des Operators’)

118 ax.set_title(’Konvergenz des Γ-Operators’)

119 ax.set_xscale(’log’)

120 ax.legend()

121 ax.grid(True)

122 plt.savefig(’fluid_dynamik_konvergenz.png’, dpi=300)

123 plt.show()

124

125 # Hauptprogramm

126 if __name__ == ”__main__”:

127 plot_integral()

Listing B.7: Visualisierung Wirbelstrukturen mit komplexen

Randbedingungen

B.8 Elektrodynamik: Feld mit nicht-isolierter Sin-

gularität, (Abschn. 8.1.3)

1 # elektrodynamik.py

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 # Parameter

6 R = 1.0 # Radius der Γ-Kurve (Einheitskreis)

7 r_offset = 1.01 # Abstand von Γ für die Dichteberechnung

8 num_points = 1000 # Anzahl der Abtastpunkte

9 epsilon = 0.01 # Regularisierungsparameter

10

11 # Γ-Kurve (Einheitskreis)

12 def gamma(t):

13 return R * np.exp(1j * t)

14

15 # Funktion mit nicht-isolierter Singularität

16 def f(z):

17 return 1 / (z - 1)**2

18

19 # Regularisierte Randdichte

20 def rand_dichte(gamma_point):

21 z = r_offset * gamma_point

22 return (r_offset - 1) * f(z) / (1 + epsilon * abs(f(z)))

23
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24 # Γ-Operator approximieren

25 def gamma_integral(num_points):

26 integral = 0.0

27 dt = 2 * np.pi / num_points

28 points = []

29 density_values = []

30 for k in range(num_points):

31 t = k * dt

32 g = gamma(t)

33 rho = rand_dichte(g)

34 integral += rho * dt

35 points.append(g)

36 density_values.append(rho)

37 return integral, points, density_values

38

39 # Visualisierung

40 def plot_integral():

41 integral_value, points, density_values =

gamma_integral(num_points)

42 points = np.array(points)

43 density_values = np.array(density_values)

44

45 fig, (ax1, ax2) = plt.subplots(1, 2, figsize=(12, 5))

46

47 # Plot 1: Γ-Kurve und Abtastpunkte

48 theta = np.linspace(0, 2*np.pi, 100)

49 ax1.plot(np.cos(theta), np.sin(theta), ’b-’,

label=’Γ-Kurve (Einheitskreis)’)

50 ax1.plot(points.real, points.imag, ’ro’, markersize=4,

label=’Abtastpunkte’)

51 ax1.set_xlabel(’Realteil’)

52 ax1.set_ylabel(’Imaginärteil’)

53 ax1.set_title(’Γ-Kurve und Abtastpunkte’)

54 ax1.legend()

55 ax1.grid(True)

56 ax1.set_aspect(’equal’)

57

58 # Plot 2: Randdichte

59 t_values = np.linspace(0, 2*np.pi, num_points)

60 ax2.plot(t_values, density_values.real, ’r-’,

label=’Realteil der Randdichte’)

61 ax2.plot(t_values, density_values.imag, ’b-’,

label=’Imaginärteil der Randdichte’)

62 ax2.set_xlabel(’t (Parameter)’)
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63 ax2.set_ylabel(’Randdichte’)

64 ax2.set_title(’Regularisierte Randdichte entlang Γ’)

65 ax2.legend()

66 ax2.grid(True)

67

68 plt.suptitle(f’Approximierter Γ-Operator:

{integral_value:.4f}’)

69 plt.tight_layout()

70 plt.savefig(’elektrodynamik.png’, dpi=300)

71 plt.show()

72

73 # Hauptprogramm

74 if __name__ == ”__main__”:

75 plot_integral()

Listing B.8: Visualisierung Elektrodynamik

B.9 Dichte des Γ-Operators, (Abschn. 5.7.1)

1 # dichte_gamma_operator

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 # --------------------------

6 # Hilfsfunktionen

7 # --------------------------

8

9 def gamma(t):

10 return np.exp(1j * t) # Einheitskreis in der komplexen

Ebene

11

12 def gamma_prime(t):

13 return 1j * np.exp(1j * t) # Ableitung von gamma(t)

14

15 def rand_dichte(g, t):

16 return np.real(g) # Beispiel: Dichte = Realteil von g

17

18 # --------------------------

19 # Hauptfunktion: Numerische Integration

20 # --------------------------

21

22 def gamma_integral(num_points):

23 integral = 0.0
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24 dt = 2 * np.pi / num_points

25 points = []

26 integrand_values = []

27

28 for k in range(num_points):

29 t = k * dt

30 g = gamma(t)

31 gp = gamma_prime(t)

32 rho = rand_dichte(g, t)

33 integrand = rho * abs(gp) * dt

34 integral += integrand

35 points.append(g)

36 integrand_values.append(integrand)

37

38 return integral, np.array(points), integrand_values, dt

39

40 # --------------------------

41 # Visualisierung

42 # --------------------------

43

44 num_points = 100

45 integral, points, integrand_values, dt =

gamma_integral(num_points)

46

47 # Plot der Kurve gamma(t)

48 plt.figure(figsize=(8, 8))

49 plt.plot(np.real(points), np.imag(points), ’b-’,

label=’Gamma(t): Einheitskreis’)

50 plt.scatter(np.real(points), np.imag(points), c=’r’, s=20,

label=’Integrationspunkte’)

51 plt.axis(’equal’)

52 plt.title(f”Kurve gamma(t) mit {num_points} Punkten”)

53 plt.legend()

54 plt.grid(True)

55 plt.savefig(”kurve_gamma_operator.png”, dpi=300)

56 plt.show()

57

58 # Plot der Dichtefunktion rho(t)

59 rho_values = [rand_dichte(g, t) for t, g in

zip(np.linspace(0, 2*np.pi, num_points), points)]

60

61 plt.figure(figsize=(10, 4))

62 plt.plot(rho_values, label=’Dichte $\\rho(t)$’)

63 plt.title(”Dichtefunktion entlang der Kurve”)
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64 plt.xlabel(”Punkt entlang der Kurve”)

65 plt.grid()

66 plt.legend()

67 plt.savefig(”dichte_gamma_operator.png”, dpi=300)

68 plt.show()

69

70 print(f”Berechneter Operator: {integral}”)

Listing B.9: Visualisierung Γ-Operator

B.10 Fatou-Julia-Menge, (Abschn. 5.8.2)

1 # fatou_julia_analysis.py

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 # Parameter

6 c = complex(-0.5, 0.5) # Stabiler Parameter für Julia-Menge

7 max_iter = 100 # Maximale Iterationen

8 res = 800 # Auflösung für Visualisierung

9 num_points_list = [100, 500, 1000] # Anzahlen von

Abtastpunkten

10

11 # Rationale Funktion f(z) = z^2 + c

12 def f(z, c=c):

13 z = np.where(np.isfinite(z), z, 0.0) # Ersetze NaN/Inf

durch 0

14 return z**2 + c

15

16 # Generiere Punkte entlang der Julia-Menge als Gamma-Kurve

17 def generate_gamma_points(num_points, c, x_range=(-2, 2),

y_range=(-2, 2)):

18 x = np.linspace(x_range[0], x_range[1], res)

19 y = np.linspace(y_range[0], y_range[1], res)

20 X, Y = np.meshgrid(x, y)

21 Z = X + 1j * Y

22 julia = np.zeros((res, res))

23 for i in range(max_iter):

24 Z = f(Z, c)

25 mask = np.abs(Z) > 2

26 julia += mask.astype(float)

27 Z = np.where(mask, np.nan, Z) # Setze entflohene

Punkte auf NaN
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28 boundary = np.logical_and(julia > 0, julia < max_iter)

29 boundary_points = Z[boundary]

30 boundary_points =

boundary_points[np.isfinite(boundary_points)] # Entferne

NaN

31 if len(boundary_points) == 0:

32 print(f”Warnung: Keine Randpunkte für N={num_points}

gefunden. Erhöhe max_iter oder passe c an.”)

33 return np.array([])

34 if len(boundary_points) > num_points:

35 indices = np.random.choice(len(boundary_points),

num_points, replace=False)

36 return boundary_points[indices]

37 return boundary_points

38

39 # Gamma-Randdichte

40 def rand_dichte(z, r_offset=1.01):

41 z_scaled = r_offset * z

42 value = (r_offset - 1) * f(z_scaled, c)

43 return np.where(np.isfinite(value), value, 0.0) #

Vermeide NaN/Inf

44

45 # Näherung von gamma’(t)

46 def gamma_prime(gamma_points, dt):

47 if len(gamma_points) < 2:

48 return np.ones(len(gamma_points))

49 gp = np.diff(gamma_points) / dt

50 gp = np.where(np.isfinite(gp), gp, 0.0)

51 return np.abs(np.concatenate([gp, [gp[-1]]]))

52

53 # Berechnung des Gamma-Operators

54 def compute_gamma_integral(gamma_points, dt):

55 if len(gamma_points) == 0:

56 return 0.0, np.array([]), np.array([])

57 density_values = np.array([rand_dichte(pt) for pt in

gamma_points])

58 gp = gamma_prime(gamma_points, dt)

59 integrand = density_values * gp

60 integral = np.sum(integrand) * dt

61 if not np.isfinite(integral):

62 integral = 0.0

63 return integral, density_values, integrand

64

65 # Berechnung der Julia-Menge
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66 def compute_julia_set(c, x_range=(-2, 2), y_range=(-2, 2)):

67 x = np.linspace(x_range[0], x_range[1], res)

68 y = np.linspace(y_range[0], y_range[1], res)

69 X, Y = np.meshgrid(x, y)

70 Z = X + 1j * Y

71 julia = np.zeros((res, res))

72 for i in range(max_iter):

73 Z = f(Z, c)

74 mask = np.abs(Z) > 2

75 julia += mask.astype(float)

76 Z = np.where(mask, np.nan, Z)

77 julia = np.where(np.isnan(julia), max_iter, julia)

78 return X, Y, julia / max_iter

79

80 # Stabilitätsanalyse eines Fixpunkts

81 def analyze_stability(c, z0=0, iterations=50):

82 z = z0

83 trajectory = [z]

84 for _ in range(iterations):

85 z = f(z, c)

86 if not np.isfinite(z):

87 break

88 trajectory.append(z)

89 return np.array(trajectory)

90

91 # Analyse der Konvergenz

92 def analyze_convergence(c):

93 integrals = []

94 for num_points in num_points_list:

95 dt = 2 * np.pi / num_points

96 gamma_points = generate_gamma_points(num_points, c)

97 integral, _, _ =

compute_gamma_integral(gamma_points, dt)

98 integrals.append(integral if np.isfinite(integral)

else 0.0)

99 reference_integral = integrals[-1]

100 errors = [np.abs(integral - reference_integral) for

integral in integrals[:-1]]

101 return integrals, errors

102

103 # Plot 1: Julia-Menge mit Gamma-Punkten und Trajektorie

104 def plot_julia_set(c):

105 plt.figure(figsize=(8, 8))

106 X, Y, julia = compute_julia_set(c)
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107 gamma_points =

generate_gamma_points(num_points_list[-1], c)

108 trajectory = analyze_stability(c)

109 plt.contourf(X, Y, julia, cmap=’hot’, levels=50)

110 if len(gamma_points) > 0:

111 plt.plot(gamma_points.real, gamma_points.imag, ’bo’,

markersize=2, label=r’$\Gamma$ Punkte’)

112 plt.plot(trajectory.real, trajectory.imag, ’g-’,

label=’Trajektorie zu Fixpunkt’)

113 plt.colorbar(label=’Julia-Mengen-Dichte’)

114 plt.title(f”Fatou- und Julia-Menge für $f(z) = z^2 +

{c}$”)

115 plt.xlabel(”Re(z)”)

116 plt.ylabel(”Im(z)”)

117 plt.grid(True)

118 plt.legend()

119 plt.axis(”equal”)

120 plt.tight_layout()

121 plt.savefig(”fatou_julia_set.png”, dpi=300)

122 plt.show()

123 plt.close()

124

125 # Plot 2: Randdichte

126 def plot_randdichte(c):

127 plt.figure(figsize=(8, 6))

128 gamma_points =

generate_gamma_points(num_points_list[-1], c)

129 dt = 2 * np.pi / num_points_list[-1]

130 _, density_values, _ =

compute_gamma_integral(gamma_points, dt)

131 if len(density_values) > 0 and

np.any(np.isfinite(density_values)):

132 t = np.linspace(0, 2 * np.pi, len(density_values))

133 plt.plot(t, np.real(density_values), ’r-’,

label=’Realteil’)

134 plt.plot(t, np.imag(density_values), ’b-’,

label=’Imaginärteil’)

135 plt.title(r”$\Gamma$-Randdichte entlang Julia-Menge”)

136 plt.xlabel(”Parameter t”)

137 plt.ylabel(”Randdichte”)

138 plt.legend()

139 plt.grid(True)

140 else:
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141 plt.text(0.5, 0.5, ”Keine gültigen Daten für

Randdichte”, ha=’center’, va=’center’)

142 plt.tight_layout()

143 plt.savefig(”fatou_rand_dichte.png”, dpi=300)

144 plt.show()

145 plt.close()

146

147 # Plot 3: Konvergenz des Operators

148 def plot_convergence(c):

149 plt.figure(figsize=(8, 6))

150 integrals, _ = analyze_convergence(c)

151 if np.any(np.abs(integrals) > 1e-10):

152 plt.plot(num_points_list, np.abs(integrals), ’ro-’,

label=’Operatorwert’)

153 plt.title(r”Konvergenz des $\Gamma$-Operators”)

154 plt.xlabel(”Anzahl Punkte (N)”)

155 plt.ylabel(”Operatorwert (abs)”)

156 plt.grid(True)

157 plt.legend()

158 else:

159 plt.text(0.5, 0.5, ”Keine gültigen Integrale

berechnet”, ha=’center’, va=’center’)

160 plt.tight_layout()

161 plt.savefig(”fatou_convergence.png”, dpi=300)

162 plt.show()

163 plt.close()

164

165 # Plot 4: Fehleranalyse

166 def plot_error(c):

167 plt.figure(figsize=(8, 6))

168 _, errors = analyze_convergence(c)

169 if len(errors) > 0 and np.any(np.abs(errors) > 1e-10):

170 plt.plot(num_points_list[:-1], errors, ’bo-’,

label=’Fehler’)

171 plt.title(r”Fehler der

$\Gamma$-Operator-Approximation”)

172 plt.xlabel(”Anzahl Punkte (N)”)

173 plt.ylabel(”Fehler”)

174 plt.grid(True)

175 plt.legend()

176 else:

177 plt.text(0.5, 0.5, ”Keine gültigen Fehlerdaten

verfügbar”, ha=’center’, va=’center’)

178 plt.tight_layout()
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179 plt.savefig(”fatou_error_analysis.png”, dpi=300)

180 plt.show()

181 plt.close()

182

183 # Hauptausführung

184 if __name__ == ”__main__”:

185 plot_julia_set(c)

186 plot_randdichte(c)

187 plot_convergence(c)

188 plot_error(c)

Listing B.10: Visualisierung Fatou-Julia-Menge

B.11 Siegel,Herman,Carathéodory, (Abschn. 5.9.2)

1 # caratheodory_analyse.py

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 # Parameter für die drei Abschnitte

6 params = {

7 ’siegel’: {’c’: complex(-0.3905, -0.5868), ’name’:

’Siegel-Scheibe’, ’range’: (-2, 2)},

8 ’herman’: {’c’: complex(0.156, 0.649), ’name’:

’Herman-Ring’, ’range’: (-2, 2)},

9 ’caratheodory’: {’c’: complex(-0.75, 0), ’name’:

’Carathéodory-Theorie’, ’range’: (-2, 2)}

10 }

11 max_iter = 100 # Maximale Iterationen

12 res = 800 # Auflösung

13 num_points_list = [100, 500, 1000] # Abtastpunkte

14 overflow_threshold = 1e6 # Schwelle für numerischen Überlauf

15

16 # Rationale Funktion f(z) = z^2 + c

17 def f(z, c):

18 z = np.where(np.abs(z) < overflow_threshold, z, 0.0) #

Vermeide Überlauf

19 return np.where(np.isfinite(z), z**2 + c, 0.0)

20

21 # Generiere Punkte entlang der Julia-Menge oder

Herman-Ring-Ränder

22 def generate_gamma_points(num_points, c, x_range=(-2, 2),

y_range=(-2, 2), is_herman=False):
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23 x = np.linspace(x_range[0], x_range[1], res)

24 y = np.linspace(y_range[0], y_range[1], res)

25 X, Y = np.meshgrid(x, y)

26 Z = X + 1j * Y

27 julia = np.zeros((res, res))

28 for i in range(max_iter):

29 Z = f(Z, c)

30 mask = np.abs(Z) > 2

31 julia += mask.astype(float)

32 Z = np.where(mask | (np.abs(Z) >

overflow_threshold), np.nan, Z) # Begrenze Überlauf

33 if is_herman:

34 inner_boundary = np.logical_and(julia > 0, julia <

max_iter * 0.5)

35 outer_boundary = np.logical_and(julia >= max_iter *

0.5, julia < max_iter)

36 inner_points = Z[inner_boundary]

37 outer_points = Z[outer_boundary]

38 inner_points =

inner_points[np.isfinite(inner_points)]

39 outer_points =

outer_points[np.isfinite(outer_points)]

40 points = []

41 if len(inner_points) > num_points // 2:

42 indices = np.random.choice(len(inner_points),

num_points // 2, replace=False)

43 points.extend(inner_points[indices])

44 if len(outer_points) > num_points // 2:

45 indices = np.random.choice(len(outer_points),

num_points // 2, replace=False)

46 points.extend(outer_points[indices])

47 return np.array(points) if points else np.array([])

48 else:

49 boundary = np.logical_and(julia > 0, julia <

max_iter)

50 boundary_points = Z[boundary]

51 boundary_points =

boundary_points[np.isfinite(boundary_points)]

52 if len(boundary_points) == 0:

53 print(f”Warnung: Keine Randpunkte für

N={num_points} gefunden.”)

54 return np.array([])

55 if len(boundary_points) > num_points:
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56 indices = np.random.choice(len(boundary_points),

num_points, replace=False)

57 return boundary_points[indices]

58 return boundary_points

59

60 # Gamma-Randdichte

61 def rand_dichte(z, c, r_offset=1.01):

62 z_scaled = r_offset * z

63 value = (r_offset - 1) * f(z_scaled, c)

64 return np.where(np.isfinite(value), value, 0.0)

65

66 # Näherung von gamma’(t)

67 def gamma_prime(gamma_points, dt):

68 if len(gamma_points) < 2:

69 return np.ones(len(gamma_points))

70 gp = np.diff(gamma_points) / dt

71 gp = np.where(np.isfinite(gp), gp, 0.0)

72 return np.abs(np.concatenate([gp, [gp[-1]]]))

73

74 # Berechnung des Gamma-Operators

75 def compute_gamma_integral(gamma_points, c, dt):

76 if len(gamma_points) == 0:

77 return 0.0, np.array([]), np.array([])

78 density_values = np.array([rand_dichte(pt, c) for pt in

gamma_points])

79 gp = gamma_prime(gamma_points, dt)

80 integrand = density_values * gp

81 integral = np.sum(integrand) * dt

82 if not np.isfinite(integral):

83 integral = 0.0

84 return integral, density_values, integrand

85

86 # Berechnung der Julia-Menge oder Herman-Ring

87 def compute_julia_set(c, x_range=(-2, 2), y_range=(-2, 2)):

88 x = np.linspace(x_range[0], x_range[1], res)

89 y = np.linspace(y_range[0], y_range[1], res)

90 X, Y = np.meshgrid(x, y)

91 Z = X + 1j * Y

92 julia = np.zeros((res, res))

93 for i in range(max_iter):

94 Z = f(Z, c)

95 mask = np.abs(Z) > 2

96 julia += mask.astype(float)
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97 Z = np.where(mask | (np.abs(Z) >

overflow_threshold), np.nan, Z)

98 julia = np.where(np.isnan(julia), max_iter, julia)

99 return X, Y, julia / max_iter

100

101 # Stabilitätsanalyse (Trajektorie)

102 def analyze_stability(c, z0=0, iterations=50):

103 z = z0

104 trajectory = [z]

105 for _ in range(iterations):

106 z = f(z, c)

107 if not np.isfinite(z) or np.abs(z) >

overflow_threshold:

108 break

109 trajectory.append(z)

110 return np.array(trajectory)

111

112 # Analyse der Konvergenz

113 def analyze_convergence(c, is_herman=False):

114 integrals = []

115 for num_points in num_points_list:

116 dt = 2 * np.pi / num_points

117 gamma_points = generate_gamma_points(num_points, c,

is_herman=is_herman)

118 integral, _, _ =

compute_gamma_integral(gamma_points, c, dt)

119 integrals.append(integral if np.isfinite(integral)

else 0.0)

120 reference_integral = integrals[-1]

121 errors = [np.abs(integral - reference_integral) for

integral in integrals[:-1]]

122 return integrals, errors

123

124 # Plot 1: Julia-Menge/Siegel-Scheibe/Herman-Ring

125 def plot_main_set(c, name, x_range, y_range,

is_herman=False):

126 plt.figure(figsize=(8, 8))

127 X, Y, julia = compute_julia_set(c, x_range, y_range)

128 gamma_points =

generate_gamma_points(num_points_list[-1], c, x_range,

y_range, is_herman)

129 trajectory = analyze_stability(c)

130 plt.contourf(X, Y, julia, cmap=’hot’, levels=50)

131 if len(gamma_points) > 0:
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132 plt.plot(gamma_points.real, gamma_points.imag, ’bo’,

markersize=2, label=r’$\Gamma$ Punkte’)

133 plt.plot(trajectory.real, trajectory.imag, ’g-’,

label=’Trajektorie’)

134 plt.colorbar(label=f’{name}-Dichte’)

135 plt.title(f’{name} für $f(z) = z^2 + {c}$’)

136 plt.xlabel(’Re(z)’)

137 plt.ylabel(’Im(z)’)

138 plt.grid(True)

139 plt.legend()

140 plt.axis(’equal’)

141 plt.tight_layout()

142 plt.savefig(f’{name.lower().replace(” ”, ”_”)}.png’,

dpi=300)

143 plt.show()

144 plt.close()

145

146 # Plot 2: Randdichte

147 def plot_randdichte(c, name, is_herman=False):

148 plt.figure(figsize=(8, 6))

149 gamma_points =

generate_gamma_points(num_points_list[-1], c,

is_herman=is_herman)

150 dt = 2 * np.pi / num_points_list[-1]

151 _, density_values, _ =

compute_gamma_integral(gamma_points, c, dt)

152 if len(density_values) > 0 and

np.any(np.isfinite(density_values)):

153 t = np.linspace(0, 2 * np.pi, len(density_values))

154 plt.plot(t, np.real(density_values), ’r-’,

label=’Realteil’)

155 plt.plot(t, np.imag(density_values), ’b-’,

label=’Imaginärteil’)

156 plt.title(rf’$\Gamma$-Randdichte für {name}’)

157 plt.xlabel(’Parameter t’)

158 plt.ylabel(’Randdichte’)

159 plt.legend()

160 plt.grid(True)

161 else:

162 plt.text(0.5, 0.5, f’Keine gültigen Daten für {name}

Randdichte’, ha=’center’, va=’center’)

163 plt.tight_layout()

164 plt.savefig(f’{name.lower().replace(” ”,

”_”)}_randdichte.png’, dpi=300)
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165 plt.show()

166 plt.close()

167

168 # Plot 3: Konvergenz

169 def plot_convergence(c, name, is_herman=False):

170 plt.figure(figsize=(8, 6))

171 integrals, _ = analyze_convergence(c, is_herman)

172 if np.any(np.abs(integrals) > 1e-10):

173 plt.plot(num_points_list, np.abs(integrals), ’ro-’,

label=’Integralwert’)

174 plt.title(rf’Konvergenz des $\Gamma$-Operators für

{name}’)

175 plt.xlabel(’Anzahl Punkte (N)’)

176 plt.ylabel(’Operatorwert (abs)’)

177 plt.grid(True)

178 plt.legend()

179 else:

180 plt.text(0.5, 0.5, f’Keine gültigen Integrale für

{name}’, ha=’center’, va=’center’)

181 plt.tight_layout()

182 plt.savefig(f’{name.lower().replace(” ”,

”_”)}_convergence.png’, dpi=300)

183 plt.show()

184 plt.close()

185

186 # Plot 4: Fehleranalyse

187 def plot_error(c, name, is_herman=False):

188 plt.figure(figsize=(8, 6))

189 _, errors = analyze_convergence(c, is_herman)

190 if len(errors) > 0 and np.any(np.abs(errors) > 1e-10):

191 plt.plot(num_points_list[:-1], errors, ’bo-’,

label=’Fehler’)

192 plt.title(rf’Fehler der

$\Gamma$-Operator-Approximation für {name}’)

193 plt.xlabel(’Anzahl Punkte (N)’)

194 plt.ylabel(’Fehler’)

195 plt.grid(True)

196 plt.legend()

197 else:

198 plt.text(0.5, 0.5, f’Keine gültigen Fehlerdaten für

{name}’, ha=’center’, va=’center’)

199 plt.tight_layout()

200 plt.savefig(f’{name.lower().replace(” ”,

”_”)}_error.png’, dpi=300)
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201 plt.show()

202 plt.close()

203

204 # Hauptausführung

205 if __name__ == ”__main__”:

206 for key, param in params.items():

207 c = param[’c’]

208 name = param[’name’]

209 x_range = y_range = param[’range’]

210 is_herman = (key == ’herman’)

211 plot_main_set(c, name, x_range, y_range, is_herman)

212 plot_randdichte(c, name, is_herman)

213 plot_convergence(c, name, is_herman)

214 plot_error(c, name, is_herman)

Listing B.11: Visualisierung Siegel, Herman, Carathéodory

B.12 Konvergenzraten, (Abschn. 5.10.2)

1 # konvergenzraten.py

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 import os

5

6 # Γ-Kurve: Einheitskreis

7 def gamma(t):

8 ”””Parametrisierung der Einheitskreis-Kurve γ(t) =

e^(it).”””

9 return np.exp(1j * t)

10

11 # Ableitung der Γ-Kurve

12 def gamma_prime(t):

13 ”””Ableitung der Kurve γ’(t) = i e^(it).”””

14 return 1j * np.exp(1j * t)

15

16 # Γ-Randdichte

17 def gamma_density(f, gamma_func, r=1.01, N_theta=100):

18 ”””

19 Berechnet die Randdichte entlang der Γ-Kurve mit

leichtem Offset.

20 Achtung: Singularitäten auf der Kurve können zu

numerischen Fehlern führen.

21 ”””
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22 theta = np.linspace(0, 2 * np.pi, N_theta)

23 z = r * gamma_func(theta)

24 density = (r - 1) * f(z)

25 if np.any(np.isinf(density)) or

np.any(np.isnan(density)):

26 print(”Warnung: Randdichte enthält unendliche oder

NaN-Werte!”)

27 return np.mean(density)

28

29 # Γ-Integraloperator

30 def gamma_integral(f, gamma_func, N=100):

31 ”””

32 Berechnet den Γ-Operator entlang der Kurve mit

Trapezregel.

33 Hinweis: Singularitäten auf der Kurve können den

Operator divergieren lassen.

34 ”””

35 theta = np.linspace(0, 2 * np.pi, N, endpoint=False)

36 z = gamma_func(theta)

37 dz = gamma_prime(theta) * (2 * np.pi / N) #

Differential der Kurve

38 integrand = f(z) * dz

39 if np.any(np.isinf(integrand)) or

np.any(np.isnan(integrand)):

40 print(f”Warnung: Integrand für N={N} enthält

unendliche oder NaN-Werte!”)

41 integral = np.sum(integrand) # Trapezregel

42 return integral

43

44 # Fehlerdefinition

45 def relative_error(approx, exact):

46 ”””Berechnet den relativen Fehler, falls exact != 0.”””

47 if exact == 0:

48 return np.abs(approx)

49 return np.abs(approx - exact) / np.abs(exact)

50

51 # Testfunktionen

52 def f_smooth(z, a=0.5):

53 ”””Glatte Funktion mit Pol bei z=a, außerhalb der

Einheitskreis-Kurve.”””

54 return 1 / (z - a)**2

55

56 def f_log(z):
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57 ”””Logarithmus mit Verzweigung; erfordert Vorsicht bei

der Integration.”””

58 return np.log(z + 1e-10) # Kleiner Offset zur

Vermeidung von Singularitäten

59

60 def f_divergent(z):

61 ”””Funktion mit Pol auf der Kurve; führt zu Divergenz.”””

62 return 1 / (z - 1 + 1e-10)**2 # Kleiner Offset zur

Stabilisierung

63

64 # Hauptfunktion zur Fehleranalyse

65 def convergence_analysis(f, exact_value=None, N_values=None,

title=””, filename=”plot”):

66 ”””

67 Führt Konvergenzanalyse durch, erstellt und speichert

Plot.

68 Hinweis: Ohne exact_value wird der Fehler relativ zur

letzten Approximation berechnet.

69 ”””

70 if N_values is None:

71 N_values = [10, 50, 100, 500, 1000]

72

73 errors = []

74 integrals = []

75

76 for N in N_values:

77 I = gamma_integral(lambda z: f(z), gamma, N=N)

78 integrals.append(I)

79 if exact_value is not None:

80 err = relative_error(I, exact_value)

81 else:

82 # Fehler relativ zur letzten Approximation

83 if len(integrals) > 1:

84 err = np.abs(I - integrals[-2])

85 else:

86 err = np.inf

87 errors.append(err)

88 print(f”N={N}, Integral={I}, Fehler={err}”)

89

90 # Plot

91 plt.figure(figsize=(8, 5))

92 plt.loglog(N_values, errors, ’o-’, label=’Fehler’)

93 plt.title(f”Konvergenzanalyse: {title}”)

94 plt.xlabel(”N (Anzahl Abtastpunkte)”)
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95 plt.ylabel(”Fehler E(N)”)

96 plt.grid(True, which=”both”, ls=”--”)

97 plt.legend()

98 if np.all(np.isinf(errors)) or np.all(np.isnan(errors)):

99 print(”Warnung: Fehlerplot enthält nur unendliche

oder NaN-Werte!”)

100

101 # Plot speichern

102 try:

103 save_path = f”{filename}.png”

104 plt.savefig(save_path, dpi=300, bbox_inches=’tight’)

105 print(f”Plot gespeichert als:

{os.path.abspath(save_path)}”)

106 except Exception as e:

107 print(f”Fehler beim Speichern des Plots

’{filename}.png’: {e}”)

108

109 plt.show()

110 plt.close()

111

112 return N_values, errors, integrals

113

114 # Beispiel 1: Glattes Integral mit bekanntem Ergebnis

115 print(”Beispiel 1: Glattes Integral”)

116 N_vals, errs, _ = convergence_analysis(

117 lambda z: f_smooth(z, a=0.5),

118 exact_value=0, # Rand: Integral über geschlossene Kurve

= 0

119 title=r”$f(z) = \frac{1}{(z - 0.5)^2}$”,

120 filename=”konvergenzraten_smooth_integral”

121 )

122

123 # Beispiel 2: Logarithmischer Sprung

124 print(”Beispiel 2: Logarithmischer Sprung”)

125 N_vals, errs_log, _ = convergence_analysis(

126 lambda z: f_log(z),

127 exact_value=None,

128 title=r”$f(z) = \log(z)$”,

129 filename=”konverenzraten_log_sprung”

130 )

131

132 # Beispiel 3: Divergente Γ-Dichte

133 print(”Beispiel 3: Divergente Dichte”)

134 N_vals, errs_div, _ = convergence_analysis(
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135 lambda z: f_divergent(z),

136 exact_value=None,

137 title=r”$f(z) = \frac{1}{(z - 1)^2}$”,

138 filename=”konvergenzraten_divergente_dichte”

139 )

140

141 # Vergleich der Konvergenzraten

142 plt.figure(figsize=(8, 5))

143 plt.loglog(N_vals, errs, ’o-’, label=r’Glatt: $\sim

O(N^{-2})$’)

144 plt.loglog(N_vals, errs_log, ’s-’, label=r’Log-Sprung: $\sim

O(N^{-1})$’)

145 plt.loglog(N_vals, errs_div, ’d-’, label=r’Divergent: $\sim

O(N^{-0.5})$’)

146 plt.title(”Vergleich der Konvergenzraten”)

147 plt.xlabel(”N (Anzahl Abtastpunkte)”)

148 plt.ylabel(”Fehler E(N)”)

149 plt.grid(True, which=”both”, ls=”--”)

150 plt.legend()

151

152 # Vergleichsplot speichern

153 try:

154 save_path = ”konvergenzraten_vergleich.png”

155 plt.savefig(save_path, dpi=300, bbox_inches=’tight’)

156 print(f”Vergleichsplot gespeichert als:

{os.path.abspath(save_path)}”)

157 except Exception as e:

158 print(f”Fehler beim Speichern des Vergleichsplots: {e}”)

159

160 plt.show()

161 plt.close()

Listing B.12: Visualisierung Konvergenzraten

B.13 Vergleich SciPy mit Γ-Integraloperator,

(Abschn. 5.11.2)

1 # scipy_gamma_operator_vergleich.py

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 from scipy.integrate import simpson as simps

5
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6 # --- Parameter ---

7 num_points_list = [100, 500, 1000] # Verschiedene

Abtastpunkte

8 a = 0.5 + 0j # Polstelle außerhalb des Einheitskreises

9

10

11 # --- Γ-Kurve: Einheitskreis ---

12 def gamma(t):

13 return np.exp(1j * t)

14

15

16 # --- Ableitung der Γ-Kurve ---

17 def gamma_prime(t):

18 return 1j * np.exp(1j * t)

19

20

21 # --- Testfunktion mit Pol ---

22 def f(z):

23 return 1 / (z - a) ** 2

24

25

26 # --- Γ-Integraloperator ---

27 def gamma_integral(f, gamma_func, N=100):

28 theta = np.linspace(0, 2 * np.pi, N, endpoint=False)

29 z = gamma_func(theta)

30 dz = gamma_prime(theta) * (2 * np.pi / N)

31 integrand = f(z) * dz

32 if np.any(np.isinf(integrand)) or

np.any(np.isnan(integrand)):

33 print(f”Warnung: Integrand für N={N} enthält

unendliche oder NaN-Werte!”)

34 return np.sum(integrand)

35

36

37 # --- SciPy-VergleichsOperator ---

38 def scipy_integral(f, gamma_func, N=100):

39 theta = np.linspace(0, 2 * np.pi, N, endpoint=False)

40 z = gamma_func(theta)

41 integrand = f(z)

42 return simps(integrand, x=theta)

43

44

45 # --- Analytisches Ergebnis (Randdichte) ---
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46 # Für f(z)=1/(z-a)^2 im Inneren des Einheitskreises ist der

Rand 0.

47 analytic_value = 0.0

48

49

50 # --- Fehleranalyse ---

51 def relative_error(approx, exact):

52 if exact == 0:

53 return abs(approx)

54 return abs(approx - exact) / abs(exact)

55

56

57 # --- Konvergenzanalyse ---

58 def convergence_analysis():

59 results = []

60 for N in num_points_list:

61 gamma_result = gamma_integral(f, gamma, N=N)

62 scipy_result = scipy_integral(f, gamma, N=N)

63 error_gamma = relative_error(gamma_result,

analytic_value)

64 error_scipy = relative_error(scipy_result,

analytic_value)

65 results.append((N, gamma_result, scipy_result,

error_gamma, error_scipy))

66 print(

67 f”N={N}: Γ-Operator={gamma_result},

SciPy={scipy_result}, ”

68 f”Fehler Γ={error_gamma:.2e},

SciPy={error_scipy:.2e}”

69 )

70 return results

71

72

73 # --- Plotting ---

74 def plot_convergence(results):

75 N_values = [r[0] for r in results]

76 errors_gamma = [r[3] for r in results]

77 errors_scipy = [r[4] for r in results]

78

79 plt.figure(figsize=(8, 5))

80 plt.loglog(N_values, errors_gamma, ’o-’,

label=’Γ-Operator’)

81 plt.loglog(N_values, errors_scipy, ’s-’, label=’SciPy

Simpson’)
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82 plt.title(”Konvergenzanalyse: Γ-Operator vs SciPy”)

83 plt.xlabel(”Anzahl Abtastpunkte (N)”)

84 plt.ylabel(”Relativer Fehler”)

85 plt.grid(True, which=”both”, linestyle=”--”)

86 plt.legend()

87 plt.tight_layout()

88 plt.savefig(”gamma_vs_scipy_konvergenz.png”, dpi=300)

89 plt.show()

90

91

92 # --- Hauptprogramm ---

93 if __name__ == ”__main__”:

94 print(”Starte numerischen Vergleich: Γ-Operator vs

SciPy\n”)

95 result_data = convergence_analysis()

96 plot_convergence(result_data)

Listing B.13: Visualisierung Vergleich SciPy mit Γ-Integraloperator

B.14 Vergleich mit Navier-Stokes-Gleichung,

(Abschn. 8.2.2)

1 # navier_stokes.py

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 from scipy.integrate import simpson as simps

5 from scipy.interpolate import interp1d

6

7 # Parameter

8 N_values = [100, 500, 1000, 5000, 10000] # Verschiedene

Abtastpunkte für Konvergenzanalyse

9 c = 0.3 + 0.3j # Parameter für Julia-Menge (anpassbar)

10 fractal_scale = 0.3 # Skala für fraktale Oszillation

11 R = 1.0 # Radius für Einheitskreis (Fallback)

12 nu = 0.01 # Viskosität für Navier-Stokes

13 dt = 0.01 # Zeit-Schrittweite (für dynamische Simulation,

falls benötigt)

14

15 # Γ-Kurve: Einheitskreis oder fraktale Julia-Menge

16 def gamma(theta, fractal=False):

17 if fractal:

18 # Fraktale Γ-Kurve basierend auf Julia-Menge
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19 points = sample_julia_set(c, num_points=len(theta))

20 # Interpoliere Punkte für glatte Kurve

21 t = np.linspace(0, 2 * np.pi, len(points))

22 real_interp = interp1d(t, points.real, kind=’cubic’,

fill_value=”extrapolate”)

23 imag_interp = interp1d(t, points.imag, kind=’cubic’,

fill_value=”extrapolate”)

24 return real_interp(theta) + 1j * imag_interp(theta)

25 else:

26 # Einheitskreis als Fallback

27 return R * np.exp(1j * theta)

28

29 # Ableitung der Γ-Kurve

30 def gamma_prime(theta, fractal=False):

31 if fractal:

32 # Numerische Ableitung für fraktale Kurve

33 dt = theta[1] - theta[0]

34 z = gamma(theta, fractal=True)

35 dz = np.diff(z) / dt

36 return np.concatenate((dz, [dz[-1]])) # Schließe

die Kurve

37 else:

38 # Analytische Ableitung für Einheitskreis

39 return 1j * R * np.exp(1j * theta)

40

41 # Julia-Menge für fraktale Γ-Kurve

42 def sample_julia_set(c, num_points=1000):

43 points = []

44 for _ in range(num_points * 20): # Erhöhte Anzahl für

bessere Abtastung

45 z = complex(np.random.uniform(-2, 2),

np.random.uniform(-2, 2))

46 for _ in range(100): # Mehr Iterationsschritte für

Präzision

47 z = z**2 + c

48 if np.abs(z) > 2:

49 break

50 if np.abs(z) <= 2:

51 points.append(z)

52 return np.array(points[:num_points]) if len(points) >=

num_points else np.array(points)

53

54 # Geschwindigkeitsfeld (Beispiel: logarithmische

Singularität)
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55 def velocity(z):

56 z_safe = np.where(np.abs(z) < 1e-6, 1e-6, z) # Vermeide

Singularität bei z=0

57 return np.log(z_safe) # Logarithmisches

Geschwindigkeitsprofil (Seite 59)

58 # Alternativ: return 1 / (z_safe - 0.5)**2 für

Pol-Singularität

59

60 # Wirbelstärke aus Geschwindigkeitsfeld

61 def vorticity(z, delta=1e-6):

62 # Numerische Berechnung von omega = d(u_y)/dx - d(u_x)/dy

63 z_x = z + delta

64 z_y = z + 1j * delta

65 u = velocity(z)

66 u_x = velocity(z_x)

67 u_y = velocity(z_y)

68 du_y_dx = (u_y.imag - u.imag) / delta

69 du_x_dy = (u_x.real - u.real) / delta

70 return du_y_dx - du_x_dy

71

72 # Γ-Integraloperator mit Simpson-Regel

73 def gamma_integral(u, gamma_func, N=1000, fractal=False):

74 theta = np.linspace(0, 2 * np.pi, N, endpoint=False)

75 z = gamma_func(theta, fractal=fractal)

76 dz = gamma_prime(theta, fractal=fractal) * (2 * np.pi /

N)

77 integrand = u(z) * dz

78 if np.any(np.isinf(integrand)) or

np.any(np.isnan(integrand)):

79 print(f”Warnung: Integrand für N={N} enthält

unendliche oder NaN-Werte!”)

80 integrand = np.where(np.isfinite(integrand),

integrand, 0.0)

81 return simps(np.abs(integrand), theta)

82

83 # Adaptive Verfeinerung der Abtastpunkte

84 def adaptive_theta(N, z, u):

85 vorticity_vals = np.abs(vorticity(z))

86 max_vorticity = np.max(vorticity_vals) if

np.max(vorticity_vals) > 0 else 1.0

87 weights = vorticity_vals / max_vorticity

88 theta = np.linspace(0, 2 * np.pi, N, endpoint=False)

89 new_N = int(N * 1.5)

90 new_theta = []
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91 for i in range(N-1):

92 num_subpoints = int(10 * weights[i]) + 1

93 new_theta.extend(np.linspace(theta[i], theta[i+1],

num_subpoints, endpoint=False))

94 new_theta.append(theta[-1])

95 return np.array(new_theta[:new_N])

96

97 # Konvergenzanalyse

98 def convergence_analysis(u, gamma_func, N_values,

fractal=False):

99 results = []

100 for N in N_values:

101 theta = np.linspace(0, 2 * np.pi, N, endpoint=False)

102 if fractal:

103 theta = adaptive_theta(N, gamma_func(theta,

fractal=True), u)

104 integral = gamma_integral(u, gamma_func, len(theta),

fractal=fractal)

105 results.append((len(theta), integral))

106 return results

107

108 # Visualisierung

109 def plot_results(gamma_func, u, N=1000, fractal=False):

110 theta = np.linspace(0, 2 * np.pi, N, endpoint=False)

111 if fractal:

112 theta = adaptive_theta(N, gamma_func(theta,

fractal=True), u)

113 z = gamma_func(theta, fractal=fractal)

114 u_vals = u(z)

115 omega_vals = vorticity(z)

116

117 # Plot 1: Γ-Kurve und Abtastpunkte

118 fig, (ax1, ax2, ax3) = plt.subplots(1, 3, figsize=(18,

5))

119 ax1.plot(z.real, z.imag, ’b-’, label=’Γ-Kurve’)

120 ax1.plot(z.real[::10], z.imag[::10], ’ro’, markersize=4,

label=’Abtastpunkte’)

121 ax1.set_xlabel(’Realteil’)

122 ax1.set_ylabel(’Imaginärteil’)

123 ax1.set_title(’Γ-Kurve (Fraktal)’ if fractal else

’Γ-Kurve (Einheitskreis)’)

124 ax1.legend()

125 ax1.grid(True)

126 ax1.set_aspect(’equal’)
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127

128 # Plot 2: Geschwindigkeitsfeld

129 ax2.plot(theta, np.abs(u_vals), ’g-’,

label=’|Geschwindigkeit|’)

130 ax2.set_xlabel(’Parameter t’)

131 ax2.set_ylabel(’Betrag der Geschwindigkeit’)

132 ax2.set_title(’Geschwindigkeitsfeld entlang Γ-Kurve’)

133 ax2.legend()

134 ax2.grid(True)

135

136 # Plot 3: Wirbelstärke

137 ax3.plot(theta, np.abs(omega_vals), ’r-’,

label=’|Wirbelstärke|’)

138 ax3.set_xlabel(’Parameter t’)

139 ax3.set_ylabel(’Betrag der Wirbelstärke’)

140 ax3.set_title(’Wirbelstärke entlang Γ-Kurve’)

141 ax3.legend()

142 ax3.grid(True)

143

144 plt.tight_layout()

145 # Speichere den ersten Plot

146 plt.savefig(f’gamma_kurve_{”fraktal” if fractal else

”einheitskreis”}.png’, dpi=600)

147 plt.show()

148

149 # Konvergenzplot

150 results = convergence_analysis(u, gamma_func, N_values,

fractal=fractal)

151 N_vals, integrals = zip(*results)

152 plt.figure(figsize=(8, 6))

153 plt.loglog(N_vals, np.abs(integrals), ’b-o’,

label=’Γ-Operator’)

154 plt.xlabel(’Anzahl Abtastpunkte (N)’)

155 plt.ylabel(’Integralwert’)

156 plt.title(’Konvergenz des Γ-Operators’)

157 plt.legend()

158 plt.grid(True)

159 # Speichere den Konvergenzplot

160 plt.savefig(f’konvergenz_{”fraktal” if fractal else

”einheitskreis”}.png’, dpi=600)

161 plt.show()

162

163 # Hauptprogramm

164 if __name__ == ’__main__’:
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165 try:

166 # Berechnung für fraktale Γ-Kurve (Julia-Menge)

167 plot_results(gamma, velocity, N=1000, fractal=True)

168 # Berechnung für Einheitskreis (zum Vergleich)

169 plot_results(gamma, velocity, N=1000, fractal=False)

170 except Exception as e:

171 print(f”Fehler bei der Ausführung: {e}”)

Listing B.14: Visualisierung Vergleich mit Navier-Stokes-Gleichung

B.15 Integral der Randsprungfunktion,

(Abschn. 5.12.2)

1 # randsprungfunktion.py

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 # Parameter

6 N = 5 # Anzahl der Terme in der

Reihenentwicklung

7 R = 1.0 # Radius des Sprungs

8 num_points = 100 # Anzahl der Abtastpunkte auf Gamma

9 r_offset = 1.01 # Abstand von Gamma für die

Dichteberechnung

10

11 # Koeffizienten definieren

12 a = np.ones(N+1) # a_n = 1

13 b = np.array([(-1)**n for n in range(N+1)]) # b_n = (-1)^n

14

15 # Innere Funktion (für |z| < R)

16 def inner_func(z):

17 return sum(a[n] * z**n for n in range(N+1))

18

19 # Äußere Funktion (für |z| > R)

20 def outer_func(z):

21 return sum(b[n] * (1/z)**n for n in range(N+1))

22

23 # Randsprungfunktion

24 def rand_sprung(z):

25 if abs(z) < R:

26 return inner_func(z)

27 elif abs(z) > R:
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28 return outer_func(z)

29 else:

30 return np.inf # Am Rand ist die Funktion unendlich

31

32 # Γ-Kurve (Einheitskreis)

33 def gamma(t):

34 return R * np.exp(1j * t)

35

36 # Numerische Approximation der Γ-Randdichte

37 def rand_dichte(gamma_point):

38 z = r_offset * gamma_point

39 return (r_offset - 1) * rand_sprung(z)

40

41 # Γ-Operator approximieren

42 def gamma_integral():

43 integral = 0.0

44 dt = 2 * np.pi / num_points

45 points = []

46 density_values = [] # Initialize the list here

47 for k in range(num_points):

48 t = k * dt

49 g = gamma(t)

50 rho = rand_dichte(g)

51 integral += rho * dt

52 points.append(g)

53 density_values.append(rho)

54 return integral, points, density_values

55

56 # Visualisierung

57 def plot_integral():

58 # Integral berechnen und Daten sammeln

59 integral_value, points, density_values = gamma_integral()

60

61 # Umwandlung der Punkte in Real- und Imaginärteil fürs

Plotten

62 points = np.array(points)

63 x = points.real

64 y = points.imag

65 density_values = np.array(density_values)

66

67 # Plot erstellen

68 fig, (ax1, ax2) = plt.subplots(1, 2, figsize=(12, 5))

69

70 # Plot 1: Γ-Kurve und Abtastpunkte
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71 theta = np.linspace(0, 2*np.pi, 100)

72 ax1.plot(np.cos(theta), np.sin(theta), ’b-’,

label=’Γ-Kurve (Einheitskreis)’)

73 ax1.plot(x, y, ’ro’, markersize=4, label=’Abtastpunkte’)

74 ax1.set_xlabel(’Realteil’)

75 ax1.set_ylabel(’Imaginärteil’)

76 ax1.set_title(’Γ-Kurve und Abtastpunkte’)

77 ax1.legend()

78 ax1.grid(True)

79 ax1.set_aspect(’equal’)

80

81 # Plot 2: Randdichte

82 t_values = np.linspace(0, 2*np.pi, num_points)

83 ax2.plot(t_values, density_values.real, ’r-’,

label=’Realteil der Randdichte’)

84 ax2.plot(t_values, density_values.imag, ’b-’,

label=’Imaginärteil der Randdichte’)

85 ax2.set_xlabel(’t (Parameter)’)

86 ax2.set_ylabel(’Randdichte’)

87 ax2.set_title(’Randdichte entlang der Γ-Kurve’)

88 ax2.legend()

89 ax2.grid(True)

90

91 plt.suptitle(f’Approximierter Γ-Operator:

{integral_value:.4f}’)

92 plt.tight_layout()

93 plt.savefig(’randsprungfunktion.png’, dpi=300)

94 plt.show()

95

96 # Hauptprogramm

97 if __name__ == ”__main__”:

98 plot_integral()

Listing B.15: Visualisierung

B.16 Koch-Kurve, (Abschn. 5.5)

1 # koch_kurve_entwicklung_gif_animation.py

2 from PIL import Image, ImageDraw, ImageFont

3 import numpy as np

4 import os

5

6 # � Koch-Kurve (DEIN CODE — unverändert)
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7 def koch_curve(points, depth):

8 if depth == 0:

9 return points

10 new_points = []

11 for i in range(len(points) - 1):

12 x0, y0 = points[i]

13 x1, y1 = points[i + 1]

14 dx = x1 - x0

15 dy = y1 - y0

16 x2 = x0 + dx / 3

17 y2 = y0 + dy / 3

18 x3 = x0 + dx / 2 + (dy * np.sqrt(3) / 6)

19 y3 = y0 + dy / 2 - (dx * np.sqrt(3) / 6)

20 x4 = x0 + 2 * dx / 3

21 y4 = y0 + 2 * dy / 3

22 new_points.extend([[x0, y0], [x2, y2], [x3, y3],

[x4, y4]])

23 new_points.append([x1, y1])

24 return koch_curve(np.array(new_points), depth - 1) if

depth > 0 else np.array(new_points)

25

26 def parametrize_koch(points, t):

27 n = len(points) - 1

28 if n == 0: return complex(*points[0])

29 segment = int(t * n) % n

30 t_local = (t * n) % 1

31 x0, y0 = points[segment]

32 x1, y1 = points[(segment + 1) % len(points)]

33 return complex(x0 + (x1 - x0) * t_local, y0 + (y1 - y0)

* t_local)

34

35 # � Γ-Operator (DEIN CODE — unverändert!)

36 def g(z, c, n_terms=20, epsilon=1e-10):

37 result = 0

38 current = 0

39 for _ in range(n_terms):

40 diff = z - current

41 if abs(diff) < epsilon:

42 diff = epsilon * (1 if diff.real >= 0 else -1) +

diff.imag * 1j

43 result += 1 / diff

44 current = current ** 2 + c

45 return result

46
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47 def gamma_boundary_density(gamma_point, r_offset=1.01):

48 z = r_offset * gamma_point

49 return (r_offset - 1) * g(z, complex(0, 0))

50

51 def compute_gamma_integral(gamma_points):

52 integral = 0

53 density_values = []

54 for point in gamma_points:

55 rho = gamma_boundary_density(point)

56 integral += rho

57 density_values.append(rho)

58 integral /= len(gamma_points)

59 return integral, density_values

60

61 # � Feste Bildgröße

62 width, height = 1000, 1000

63 scale = 350

64 max_depth = 4

65 frames = range(max_depth + 1)

66

67 # � MIT UMLAUTEN — und die werden JETZT ANGEZEIGT (falls

Font geladen)

68 explanation_texts = [

69 ”Iteration 0: Eine einfache gerade Linie als

Ausgangspunkt.\nDies ist der Basisfall, von dem die

Fraktalisierung beginnt,\num Selbstähnlichkeit zu

erzeugen.”,

70 ”Iteration 1: Jede Linie wird in drei gleiche Teile

geteilt.\nDer mittlere Teil wird durch zwei Seiten eines

gleichseitigen\nDreiecks ersetzt, was die erste

Unebenheit schafft und\ndie Länge um 1/3 erhöht.”,

71 ”Iteration 2: Der Prozess wiederholt sich auf jedem

neuen Segment.\nDadurch entstehen kleinere Dreiecke, die

die Struktur verfeinern\nund die fraktale Dimension (ca.

1.2619) sichtbar machen,\nda die Kurve rauer wird.”,

72 ”Iteration 3: Weitere Verfeinerung: Jede Kante wird

wieder transformiert.\nDies zeigt, warum die Kurve

unendlich lang wird, ohne den Raum\nzu füllen, durch

iterative Selbstähnlichkeit auf kleineren Skalen.”,

73 ”Iteration 4: Höchste Detailtiefe: Die Entwicklung

demonstriert,\ndass das Fraktal durch rekursive Ersetzung

entsteht, was zu\nunendlicher Komplexität führt, im

Gegensatz zu glatten Kurven.”

74 ]
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75

76 # � Lade ECHTE FETTE SCHRIFT MIT UMLAUTEN — HARDE PRIORITÄTEN

77 font_30_bold = None

78 font_24_bold = None

79

80 # 1. Versuch: Arial Bold (Windows/Mac)

81 try:

82 font_30_bold = ImageFont.truetype(”arialbd.ttf”, 30)

83 font_24_bold = ImageFont.truetype(”arialbd.ttf”, 24)

84 print(”� Arial Bold geladen — Umlaute & Fett aktiv!”)

85 except Exception as e:

86 print(”� Arial Bold nicht gefunden:”, e)

87

88 # 2. Versuch: DejaVu Sans Bold (Linux / Open Source)

89 if font_30_bold is None:

90 try:

91 font_30_bold =

ImageFont.truetype(”DejaVuSans-Bold.ttf”, 30)

92 font_24_bold =

ImageFont.truetype(”DejaVuSans-Bold.ttf”, 24)

93 print(”� DejaVuSans-Bold geladen — Umlaute & Fett

aktiv!”)

94 except Exception as e:

95 print(”� DejaVuSans-Bold nicht gefunden:”, e)

96

97 # 3. Fallback: PIL Standard (keine Umlaute, kein Fett — aber

funktioniert)

98 if font_30_bold is None:

99 try:

100 font_30_bold = ImageFont.load_default(size=30)

101 font_24_bold = ImageFont.load_default(size=24)

102 print(”� Fallback: PIL Standardfont — KEINE Umlaute,

KEIN Fett!”)

103 except:

104 font_30_bold = ImageFont.load_default()

105 font_24_bold = ImageFont.load_default()

106 print(”� Fallback: PIL kleinster Standardfont.”)

107

108 # � Frames erstellen — ALLES MANUELL

109 images = []

110

111 for depth in frames:

112 img = Image.new(’RGB’, (width, height), color=’#fdf6e3’)

113 draw = ImageDraw.Draw(img)
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114

115 # Generiere Kurve

116 points = koch_curve(np.array([[-0.5, 0], [0.5, 0]]),

depth)

117 scaled_points = [(x * scale + width/2, -y * scale +

height/2) for x, y in points]

118

119 # ▶ DICKE SCHWARZE LINIE — Breite 4

120 for i in range(len(scaled_points) - 1):

121 x0, y0 = scaled_points[i]

122 x1, y1 = scaled_points[i+1]

123 draw.line([x0, y0, x1, y1], fill=’black’, width=4)

124

125 # ▶ Γ-FARBVERLAUFSLINIE — Breite 6

126 gamma_points = [parametrize_koch(points, t /

len(points)) for t in range(len(points))]

127 integral_value, density_values =

compute_gamma_integral(gamma_points)

128

129 for i in range(len(scaled_points) - 1):

130 if i >= len(density_values): continue

131 x0, y0 = scaled_points[i]

132 x1, y1 = scaled_points[i+1]

133 density = np.real(density_values[i])

134 norm_dens = max(0, min(1, (density + 2) / 4))

135

136 r = int(255 * (0.8 - 0.6 * np.cos(2 * np.pi *

norm_dens)))

137 g_val = int(255 * (0.8 - 0.6 * np.cos(2 * np.pi *

(norm_dens + 0.33))))

138 b = int(255 * (0.8 - 0.6 * np.cos(2 * np.pi *

(norm_dens + 0.66))))

139 draw.line([x0, y0, x1, y1], fill=(r, g_val, b),

width=6)

140

141 # � DEIN NAME — OBEN — POSITION: (300, 110)

142 your_name = ”Visualisierung: Klaus H. Dieckmann, 2025”

143 draw.text((290, 110), your_name, fill=”#74ADDC”,

font=font_24_bold)

144

145 # � TITEL — POSITION: (310, 60)

146 title = ”Gamma-Operator auf der Koch-Kurve”

147 draw.text((270, 60), title, fill=”#22194C”,

font=font_30_bold)
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148

149 # � VISUALISIERUNGSTEXT — POSITION: (900, 170),

rechtsbündig

150 vis_text = f”Gamma-Dichte: {integral_value:.4f},

Iteration {depth}”

151 draw.text((780, 200), vis_text, fill=”#8a6054”,

font=font_24_bold, anchor=”rt”)

152

153 # � ERKLÄRUNGSTEXT — MIT \n — POSITION: (100, 780)

154 expl = explanation_texts[depth]

155 lines = expl.split(’\n’) # ← DEINE MANUELLEN UMBRÜCHE

156

157 box_left = 80

158 box_top = 780

159 line_height = 36

160 box_right = width - 80

161 box_bottom = box_top + len(lines) * line_height + 40

162

163 draw.rounded_rectangle(

164 [(box_left, box_top), (width - 80, box_bottom)],

165 radius=20,

166 fill=’#fff3e0’,

167 outline=’#e65100’,

168 width=3

169 )

170

171 text_y_start = box_top + 20

172 padding_left = 30 # ← STELLE DAS EIN: Abstand vom

linken Boxrand

173 for i, line in enumerate(lines):

174 line_x = box_left + padding_left # ← LINKSBÜNDIG

MIT PADDING

175 draw.text((line_x, text_y_start + i * line_height),

line, fill=’#000000’, font=font_24_bold)

176

177 images.append(img.copy())

178 print(f”Frame {depth} — Γ-Wert: {integral_value:.4f}”)

179

180 # � GIF speichern

181 images[0].save(

182 ’koch_kurve_gamma_animation.gif’,

183 save_all=True,

184 append_images=images[1:],

185 duration=2500,
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186 loop=0,

187 optimize=False,

188 disposal=2

189 )

190

191 print(”� FERTIG. ’koch_kurve_gamma_animation.gif’”)

Listing B.16: Visualisierung

B.17 Γ-Operators am Rand der Poincaré-Scheibe,

(Abschn. 5.13)

1 # poincare_gamma_animation.py

2 from PIL import Image, ImageDraw, ImageFont

3 import numpy as np

4 import cmath

5 import os

6

7 # --------------------------

8 # Γ-Operator

9 # --------------------------

10 def g(z, c, n_terms=20, epsilon=1e-10):

11 result = 0

12 current = 0

13 for _ in range(n_terms):

14 diff = z - current

15 if abs(diff) < epsilon:

16 diff = epsilon * (1 if diff.real >= 0 else -1) +

diff.imag * 1j

17 result += 1 / diff

18 current = current ** 2 + c

19 return result

20

21 def gamma_boundary_density(z_on_circle, r_offset=1.01):

22 ”””Berechne Γ-Dichte am Punkt z_on_circle (|z|=1), mit

Offset r_offset > 1”””

23 z = r_offset * z_on_circle # radial nach außen gestört

24 return (r_offset - 1) * np.real(g(z, c=0+0j)) # nur

Realteil für Visualisierung

25

26 # --------------------------

27 # Poincaré-Scheibe Rendering
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28 # --------------------------

29 width, height = 1000, 1000

30 center = (width // 2, height // 2)

31 radius_px = 400 # Radius der Scheibe in Pixeln

32

33 # Farbverlauf: von Blau (negativ) über Weiß (0) zu Rot

(positiv)

34 def density_to_color(dens, vmin=-2.0, vmax=2.0):

35 # Normiere Dichte auf [0,1]

36 norm = max(0, min(1, (dens - vmin) / (vmax - vmin)))

37 # Verwende eine divergierende Farbkarte: Blau -> Weiß ->

Rot

38 if norm < 0.5:

39 # Blau zu Weiß

40 t = norm * 2

41 r = int(255 * t)

42 g_val = int(255 * t)

43 b = 255

44 else:

45 # Weiß zu Rot

46 t = (norm - 0.5) * 2

47 r = 255

48 g_val = int(255 * (1 - t))

49 b = int(255 * (1 - t))

50 return (r, g_val, b)

51

52 # Schriftarten laden (wie in deinem Koch-Code)

53 font_30_bold = None

54 font_24_bold = None

55

56 try:

57 font_30_bold = ImageFont.truetype(”arialbd.ttf”, 30)

58 font_24_bold = ImageFont.truetype(”arialbd.ttf”, 24)

59 except:

60 try:

61 font_30_bold =

ImageFont.truetype(”DejaVuSans-Bold.ttf”, 30)

62 font_24_bold =

ImageFont.truetype(”DejaVuSans-Bold.ttf”, 24)

63 except:

64 font_30_bold = ImageFont.load_default()

65 font_24_bold = ImageFont.load_default()

66

67 # --------------------------
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68 # Animation Frames generieren

69 # --------------------------

70 images = []

71 num_frames = 30

72

73 # r_offset von 1.05 auf 1.001 verringern

74 r_offsets = np.linspace(1.05, 1.001, num_frames)

75

76 for frame_idx, r_offset in enumerate(r_offsets):

77 img = Image.new(’RGB’, (width, height), color=’#fdf6e3’)

# helles Hintergrund

78 draw = ImageDraw.Draw(img)

79

80 # Zeichne die Poincaré-Scheibe (Kreis)

81 bbox = [

82 center[0] - radius_px,

83 center[1] - radius_px,

84 center[0] + radius_px,

85 center[1] + radius_px

86 ]

87 draw.ellipse(bbox, outline=”#22194C”, width=4, fill=None)

88

89 # Parametrisiere den Rand: 360 Punkte

90 N_points = 360

91 densities = []

92 points_px = []

93

94 for i in range(N_points):

95 angle = 2 * np.pi * i / N_points

96 z_circle = cmath.exp(1j * angle) # Punkt auf

Einheitskreis

97

98 try:

99 density = gamma_boundary_density(z_circle,

r_offset=r_offset)

100 except Exception as e:

101 print(f”� Fehler bei gamma_boundary_density an

Winkel {angle:.3f}: {e}”)

102 density = 0.0

103

104 densities.append(density)

105

106 x = center[0] + radius_px * np.cos(angle)

107 y = center[1] + radius_px * np.sin(angle)
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108 points_px.append((x, y))

109

110 if len(points_px) != N_points:

111 raise RuntimeError(f”Erwartet {N_points} Punkte,

aber nur {len(points_px)} generiert!”)

112

113 # Zeichne den Rand mit Farbverlauf (dicke Linie,

segmentweise)

114 line_width = 8

115 for i in range(N_points):

116 x0, y0 = points_px[i]

117 x1, y1 = points_px[(i + 1) % N_points]

118 color = density_to_color(densities[i])

119 draw.line([(x0, y0), (x1, y1)], fill=color,

width=line_width)

120

121 # ================================

122 # � DYNAMISCHER ERKLÄRUNGSTEXT — PHASENBASIERT

123 # ================================

124 if r_offset > 1.03:

125 phase = ”Phase 1: Weiche Dämpfung”

126 explanation = (

127 ”Der Γ-Operator wird noch weit außerhalb des

Randes ausgewertet\n”

128 ”(r = {:.4f}). Die Dichte ist stark geglättet.

Hohe Frequenzen\n”

129 ”werden durch den Abstand unterdrückt. Alles

wirkt ruhig und diffus.”

130 ).format(r_offset)

131 elif r_offset > 1.015:

132 phase = ”Phase 2: Feinstruktur entsteht”

133 explanation = (

134 ”Langsam nähern wir uns dem echten Rand. Feine

Muster tauchen auf.\n”

135 ”Erste Hinweise auf Orbit-Singularitäten. Das

„“Grisselige beginnt:\n”

136 ”Der Operator reagiert auf versteckte

Strukturen der Dynamik.”

137 )

138 elif r_offset > 1.005:

139 phase = ”Phase 3: Scharfe Peaks”

140 explanation = (

141 ”Jetzt ’wirds heftig: Nahe am Rand (r = {:.4f})

entstehen scharfe rote\n”
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142 ”und blaue Spitzen. Dort, wo Orbitpunkte nahe

liegen, wird die Dichte\n”

143 ”extrem, mathematische Singularitäten werden

sichtbar!”

144 ).format(r_offset)

145 else:

146 phase = ”Phase 4: Grenzverhalten”

147 explanation = (

148 ”Fast am Rand (r = {:.4f}) oszilliert die Dichte

wild, kein glatter\n”

149 ”Verlauf mehr. Der Operator konvergiert nur als

Distribution.\n”

150 ”Das „“Grisselige ist echte Struktur!”

151 ).format(r_offset)

152

153 # � TEXTBOX — wie in deinem Koch-Code

154 box_left = 80

155 box_top = 700

156 line_height = 32

157 lines = explanation.split(’\n’)

158 box_right = width - 80

159 box_bottom = box_top + len(lines) * line_height + 50

160

161 # Abgerundetes Rechteck als Hintergrund

162 draw.rounded_rectangle(

163 [(box_left, box_top), (box_right, box_bottom)],

164 radius=20,

165 fill=’#fff3e0’, # helles Orange-Weiß

166 outline=’#e65100’, # dunkles Orange als Rahmen

167 width=3

168 )

169

170 # Phasen-Titel (fett)

171 draw.text((box_left + 20, box_top + 10), phase,

fill=”#d32f2f”, font=font_24_bold)

172

173 # Erklärtext (Zeile für Zeile)

174 text_y_start = box_top + 50

175 padding_left = 30

176 for i, line in enumerate(lines):

177 draw.text(

178 (box_left + padding_left, text_y_start + i *

line_height),

179 line.strip(),
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180 fill=’#000000’,

181 font=font_24_bold

182 )

183

184 # ================================

185 # � TITEL & INFOS

186 # ================================

187 title = ”Γ-Operator in der Poincaré-Scheibe”

188 draw.text((width//2 - 200, 60), title, fill=”#22194C”,

font=font_30_bold)

189

190 info_text = f”Randdichte ρΓ (r = {r_offset:.4f})”

191 draw.text((width//2 - 180, 120), info_text,

fill=”#c7664b”, font=font_24_bold)

192

193 credit = ”Visualisierung: Klaus H. Dieckmann, 2025”

194 draw.text((width//2 - 220, height - 80), credit,

fill=”#3216D1”, font=font_24_bold)

195

196 avg_density = np.mean(densities)

197 stat_text = f”<rho_G> = {avg_density:.5f}”

198 draw.text((width - 250, 200), stat_text, fill=”#BD4F4F”,

font=font_24_bold, anchor=”rt”)

199

200 credit = ”Visualisierung: Klaus H. Dieckmann, 2025”

201 draw.text((width//2 - 220, height - 80), credit,

fill=”#072339”, font=font_24_bold)

202

203 # Durchschnittliche Dichte anzeigen

204 avg_density = np.mean(densities)

205 stat_text = f”<rho_G> = {avg_density:.5f}”

206 draw.text((width - 250, 200), stat_text, fill=”#BD4F4F”,

font=font_24_bold, anchor=”rt”)

207

208 images.append(img.copy())

209 print(f”Frame {frame_idx+1}/{num_frames} — r =

{r_offset:.4f}, ⟨ρΓ⟩ = {avg_density:.5f}”)

210

211 # --------------------------

212 # GIF speichern

213 # --------------------------

214 output_path = ’poincare_gamma_animation.gif’

215 # Gesamtdauer: 15 Sekunden = 15.000 Millisekunden

216 total_duration_ms = 15000
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217 num_frames = len(images)

218 duration_per_frame = total_duration_ms // num_frames #

Ganzzahl-Division

219

220 images[0].save(

221 output_path,

222 save_all=True,

223 append_images=images[1:],

224 duration=duration_per_frame, # ← JETZT: 500ms pro Frame

bei 30 Frames

225 loop=0,

226 optimize=False,

227 disposal=2

228 )

229

230 print(f”� FERTIG. Animation gespeichert als ’{output_path}’”)

231 print(f” Gesamtdauer: {total_duration_ms / 1000:.1f}

Sekunden ({num_frames} Frames à {duration_per_frame} ms)”)

Listing B.17: Visualisierung Γ-Operators am Rand der Poincaré-Scheibe

B.18 Vergleich Γ-Operator vs. Scipy (Animation),

(Abschn. 5.14)

1 # vergleich_gamma_vs_scipy_gif_animation.py

2 from PIL import Image, ImageDraw, ImageFont

3 import numpy as np

4 import matplotlib

5 matplotlib.use(’Agg’)

6 import matplotlib.pyplot as plt

7 from scipy.integrate import simpson

8 import os

9

10 # --------------------------

11 # Hilfsfunktionen

12 # --------------------------

13

14 def gamma(t):

15 ”””Parametrisierung des Einheitskreises.”””

16 return np.exp(1j * t)

17

18 def gamma_prime(t):
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19 ”””Ableitung der Parametrisierung.”””

20 return 1j * np.exp(1j * t)

21

22 def f(z, a=0.5+0j):

23 ”””Holomorphe Funktion mit Stammfunktion →

Kurvenintegral = 0, aber �f(z(t))dt ≠ 0!”””

24 return (z - a)**2

25

26 # --------------------------

27 # Korrekte Berechnung des Γ-Operators (Kurvenintegral)

28 # --------------------------

29 def compute_gamma_integral(N_points):

30 ”””Berechnet das komplexe Kurvenintegral � f(z) dz mit

Trapezregel.”””

31 t = np.linspace(0, 2 * np.pi, N_points, endpoint=False)

32 z = gamma(t)

33 dz = gamma_prime(t) * (2 * np.pi / N_points)

34 integrand = f(z) * dz

35 integral = np.sum(integrand)

36 return integral

37

38 # --------------------------

39 # Falsche Berechnung mit SciPy (ignoriert dz, integriert nur

f(z(t)) dt)

40 # --------------------------

41 def compute_scipy_integral_incorrect(N_points):

42 ”””Falsche Berechnung: Integriert nur f(z(t)) über t,

ignoriert dz.”””

43 t = np.linspace(0, 2 * np.pi, N_points, endpoint=True)

44 z = gamma(t)

45 f_values = f(z)

46 integral = simpson(f_values, x=t)

47 return integral

48

49 # --------------------------

50 # Hauptberechnung

51 # --------------------------

52

53 N_list = [10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000]

54 analytic_value = 0.0 + 0j # Weil f holomorph +

Stammfunktion → Integral = 0

55

56 gamma_values = []

57 scipy_values = []
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58

59 print(”Berechne Werte für verschiedene N...”)

60 for N in N_list:

61 I_gamma = compute_gamma_integral(N)

62 I_scipy = compute_scipy_integral_incorrect(N)

63

64 gamma_values.append(I_gamma)

65 scipy_values.append(I_scipy)

66

67 err_gamma = abs(I_gamma - analytic_value)

68 err_scipy = abs(I_scipy - analytic_value)

69

70 print(f”N={N:4d}: Γ-Wert={I_gamma:.6f}

Γ(||={abs(I_gamma):.4f}), SciPy-Wert={I_scipy:.6f}

(|SciPy|={abs(I_scipy):.4f}), ”

71 f”Γ-Fehler={err_gamma:.2e},

SciPy-Fehler={err_scipy:.2e}”)

72

73 # --------------------------

74 # GIF-Animation mit Pillow

75 # --------------------------

76

77 temp_dir = ”gif_frames_vergleich”

78 os.makedirs(temp_dir, exist_ok=True)

79

80 try:

81 font_title = ImageFont.truetype(”arialbd.ttf”, 28)

82 font_text = ImageFont.truetype(”arial.ttf”, 22)

83 except:

84 try:

85 font_title =

ImageFont.truetype(”DejaVuSans-Bold.ttf”, 28)

86 font_text = ImageFont.truetype(”DejaVuSans.ttf”, 22)

87 except:

88 font_title = ImageFont.load_default()

89 font_text = ImageFont.load_default()

90

91 images = []

92 width, height = 1200, 800

93

94 for idx, N in enumerate(N_list):

95 fig, ax = plt.subplots(figsize=(10, 6))

96
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97 current_gamma_vals = [abs(val) for val in

gamma_values[:idx+1]]

98

99 freeze_threshold = 50

100 freeze_index = None

101 for i, n_val in enumerate(N_list):

102 if n_val >= freeze_threshold:

103 freeze_index = i

104 break

105

106 if freeze_index is not None and idx >= freeze_index:

107 frozen_value = abs(scipy_values[freeze_index])

108 current_scipy_vals = []

109 for j in range(idx + 1):

110 if j <= freeze_index:

111

current_scipy_vals.append(abs(scipy_values[j]))

112 else:

113 current_scipy_vals.append(frozen_value)

114 ax.axhline(y=frozen_value, color=’red’,

linestyle=’:’, linewidth=2,

115 label=’Eingefrorener Wert (didaktisch)’,

alpha=0.8)

116 else:

117 current_scipy_vals = [abs(val) for val in

scipy_values[:idx+1]]

118

119 current_N_vals = N_list[:idx+1]

120

121 ax.semilogx(current_N_vals, current_gamma_vals, ’s-’,

color=’blue’, label=’Γ-Operator (korrekt)’, linewidth=3,

markersize=8)

122 ax.semilogx(current_N_vals, current_scipy_vals, ’o-’,

color=’red’, label=’SciPy (inkorrekt, ohne dz)’,

linewidth=3, markersize=8)

123

124 ax.axhline(y=abs(analytic_value), color=’green’,

linestyle=’--’, linewidth=2, label=’Exakter Wert (0)’)

125

126 ax.set_xlabel(’Anzahl Abtastpunkte (N)’, fontsize=14)

127 ax.set_ylabel(’Betrag des berechneten Werts |I|’,

fontsize=14)

128 ax.set_title(f’Konvergenzvergleich: Γ-Operator vs. SciPy

(N = {N})’, fontsize=16)
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129

130 all_vals = current_gamma_vals + current_scipy_vals

131 ymax = max(all_vals) if all_vals else 1.0

132 ax.set_ylim(0, max(0.1, ymax * 1.2))

133 ax.set_xlim(8, 1200)

134 ax.grid(True, which=”both”, linestyle=’--’, alpha=0.7)

135

136 handles, labels = ax.get_legend_handles_labels()

137 by_label = dict(zip(labels, handles))

138 ax.legend(by_label.values(), by_label.keys(),

fontsize=12)

139

140 plot_path = os.path.join(temp_dir, f”plot_{idx:03d}.png”)

141 plt.savefig(plot_path, dpi=100, bbox_inches=’tight’)

142 plt.close()

143

144 plot_img = Image.open(plot_path)

145 frame_img = Image.new(’RGB’, (width, height),

color=’white’)

146 draw = ImageDraw.Draw(frame_img)

147

148 plot_img = plot_img.resize((1000, 600), Image.LANCZOS)

149 frame_img.paste(plot_img, (100, 100))

150

151 draw.text((width//2, 50), ”Vergleich: Γ-Operator vs.

SciPy”, fill=”black”, font=font_title, anchor=”mm”)

152

153 if idx == 0:

154 explanation = (

155 f”Frame {idx+1}/{len(N_list)} | N = {N}\n”

156 ”Start: Γ-Operator (blau) geht gegen 0. SciPy

(rot) bleibt bei ~1.57 stehen.\n”

157 ”Warum? Weil SciPy dz = γ’(t) dt ignoriert, ein

struktureller Fehler!”

158 )

159 elif idx < len(N_list) // 2:

160 explanation = (

161 f”Frame {idx+1}/{len(N_list)} | N = {N}\n”

162 ”Blau Γ() nähert sich 0, ist korrekt.\n”

163 ”Rot (SciPy) bleibt stabil, weil es das falsche

Integral berechnet.\n”

164 ”Grund: Es fehlt γ’(t) im Integral. Das macht

alles kaputt.”

165 )
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166 elif idx < len(N_list) - 2:

167 explanation = (

168 f”Frame {idx+1}/{len(N_list)} | N = {N}\n”

169 ”Γ-Operator konvergiert gegen 0 (wie

erwartet).\n”

170 ”SciPy-Wert bleibt bei ~1.57, egal wie viele

Punkte!\n”

171 ”Ohne dz = γ’(t)dt ist es kein komplexes

Kurvenintegral!”

172 )

173 else:

174 explanation = (

175 f”Frame {idx+1}/{len(N_list)} | N = {N}\n”

176 ”ENDLAGE: Γ-Operator erreicht nahezu 0

(korrekt!)\n”

177 ”Der SciPy-Wert stagniert bei ~1.57 und das wird

sich NIEMALS ändern!\n”

178 ”Lehre: Im Komplexen muss dz = γ’(t)dt im

Integral stehen, sonst ist es falsch!”

179 )

180

181 draw.text((300, 350), explanation, fill=”black”,

font=font_text)

182

183 credit = ”Visualisierung: Klaus H. Dieckmann, 2025”

184 draw.text((width//2, height-50), credit,

fill=”darkblue”, font=font_text, anchor=”mm”)

185

186 if idx == len(N_list) - 1:

187 final_message = ”MERKE: Ohne dz = γ’(t)dt ist es

KEIN komplexes Kurvenintegral!”

188 draw.text((width//2, height-75), final_message,

fill=”red”, font=font_title, anchor=”mm”)

189

190 images.append(frame_img.copy())

191 print(f”Frame {idx+1} erstellt.”)

192

193 # --------------------------

194 # GIF speichern

195 # --------------------------

196

197 output_gif = ”vergleich_gamma_vs_scipy_animation.gif”

198 duration_per_frame = 2000

199
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200 images[0].save(

201 output_gif,

202 save_all=True,

203 append_images=images[1:],

204 duration=duration_per_frame,

205 loop=0,

206 optimize=False,

207 disposal=2

208 )

209

210 print(f”\�n FERTIG! Animation erfolgreich erstellt:

’{output_gif}’”)

211 print(”Jetzt zeigt die blaue Kurve Γ() → 0 (korrekt)”)

212 print(”Die rote Kurve (SciPy) bleibt bei ~1.57 stehen →

sichtbarer systematischer Fehler!”)

Listing B.18: Visualisierung Vergleich Γ-Operator vs. Scipy (Animation)

B.19 Regularisierungsvergleiche, (Abschn. 4.6)

1 # regularization_comparison.py

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 def exponential_damping(f, r, eps):

6 return (r - 1) * f * np.exp(-eps * np.abs(f))

7

8 def rational_damping(f, r, eps):

9 return (r - 1) * f / (1 + eps * np.abs(f))

10

11 def hard_thresholding(f, r, T):

12 mask = np.abs(f) < T

13 return (r - 1) * f * mask

14

15 # Testfunktion mit starker Singularität

16 x = np.linspace(-2, 2, 2000)

17 f = 1.0 / (x - 0.5 + 1e-12)

18

19 # Parameter

20 r = 1.01

21 eps = 0.5

22 T = 3.0

23
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24 # Berechne regularisierte Dichten

25 rho_exp = exponential_damping(f, r, eps)

26 rho_rat = rational_damping(f, r, eps)

27 rho_thr = hard_thresholding(f, r, T)

28

29 # Ideale (nicht regularisierte) Dichte – wird bei |f| >

Schwellenwert abgeschnitten

30 rho_ideal = (r - 1) * f

31 # Um numerische Instabilität zu vermeiden, begrenzen wir

rho_ideal auf ein sinnvolles Intervall

32 rho_ideal_clipped = np.clip(rho_ideal, -10, 10)

33

34 # Plot

35 plt.figure(figsize=(12, 7))

36 plt.plot(x, f.real, ’k--’, alpha=0.4, label=r’Ursprüngliche

Funktion $f(x)$’, linewidth=1)

37 plt.plot(x, rho_exp.real, label=r’Exponentielle Dämpfung’,

linewidth=2, color=’tab:blue’)

38 plt.plot(x, rho_rat.real, label=r’Rationale Dämpfung’,

linewidth=2, color=’tab:orange’)

39 plt.plot(x, rho_thr.real, label=r’Hard Thresholding

($T=3$)’, linewidth=2, color=’tab:green’)

40

41 all_vals = np.concatenate([rho_exp.real, rho_rat.real,

rho_thr.real])

42 lower = np.percentile(all_vals, 1)

43 upper = np.percentile(all_vals, 99)

44 margin = (upper - lower) * 0.1

45 plt.ylim(lower - margin, upper + margin)

46 plt.xlim(-2, 2)

47 plt.xlabel(r’$x$’)

48 plt.ylabel(r’$\rho_\varepsilon(x)$’)

49 plt.title(’Vergleich verschiedener

Regularisierungsverfahren’)

50 plt.grid(True, linestyle=’--’, alpha=0.6)

51 plt.legend()

52 plt.tight_layout()

53 plt.savefig(’regularization_comparison.png’, dpi=300)

54 plt.show()

55

56 # ==========================================

57 # Numerische Auswertung & Debug-Information

58 # ==========================================

59 methods = {
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60 ”Exponentielle Dämpfung”: rho_exp,

61 ”Rationale Dämpfung”: rho_rat,

62 ”Hard Thresholding”: rho_thr

63 }

64

65 print(”=”*60)

66 print(”Numerische Auswertung der Regularisierungsverfahren”)

67 print(”=”*60)

68 print(f”Parameter: r = {r}, ε = {eps}, T = {T}”)

69 print(”-”*60)

70

71 results = []

72

73 for name, rho in methods.items():

74 # L2-Fehler zur idealen (beschnittenen) Dichte

75 l2_error = np.sqrt(np.mean((rho.real -

rho_ideal_clipped.real)**2))

76 # ∞L-Fehler (maximale Abweichung)

77 linf_error = np.max(np.abs(rho.real -

rho_ideal_clipped.real))

78 # Oszillationsmaß: Standardabweichung der Ableitung

(proxy für Rauschen)

79 grad = np.gradient(rho.real, x)

80 oscillation = np.std(grad)

81

82 results.append((name, l2_error, linf_error, oscillation))

83 print(f”{name}:”)

84 print(f” L²-Fehler: {l2_error:.4e}”)

85 print(f” ∞L-Fehler: {linf_error:.4e}”)

86 print(f” Oszillation σ():{oscillation:.4e}”)

87 print()

88

89 # Sortiere nach L²-Fehler (beste zuerst)

90 results.sort(key=lambda x: x[1])

91

92 print(”=”*60)

93 print(”Rangliste (nach L²-Fehler):”)

94 print(”=”*60)

95 for i, (name, l2, linf, osc) in enumerate(results, 1):

96 print(f”{i}. {name}”)

97 print(f” L² = {l2:.2e}, ∞L = {linf:.2e}, Oszillation =

{osc:.2e}”)

98 print(”=”*60)
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Listing B.19: Visualisierung Regularisierungsvergleiche

B.20 Sensitivitätsanalyse Randsprung,

(Abschn. 4.7.1)

1 # sensitivity_analysis_epsilon_C.py

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 # ==========================================================

6 # 1. Sensitivitätsanalyse für ε: Randsprung auf Einheitskreis

7 # ==========================================================

8 def gamma_circle(t):

9 ”””Parametrisierung des Einheitskreises.”””

10 return np.exp(1j * t)

11

12 def jump_density_epsilon(eps, N=1000):

13 ”””

14 Berechnet das Γ-Integral für eine Randsprungfunktion:

15 f_in = 0, f_out = 1 → exakter Wert = π2.

16 ”””

17 t = np.linspace(0, 2 * np.pi, N, endpoint=False)

18 z_on = gamma_circle(t)

19 n = z_on # radiale Normale

20 z_in = z_on - eps * n

21 z_out = z_on + eps * n

22 rho = 1.0 - 0.0 # Sprung = 1

23 integral = np.sum(rho) * (2 * np.pi / N)

24 return integral

25

26 # Teste verschiedene ε-Werte

27 eps_values = np.logspace(-14, -2, 50)

28 errors_eps = []

29 exact_value = 2 * np.pi

30

31 for eps in eps_values:

32 I = jump_density_epsilon(eps)

33 error = abs(abs(I) - exact_value)

34 errors_eps.append(error)

35
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36 # ==========================================================

37 # 2. Kalibrierungskurve für C: Koch-Kurve

38 # ==========================================================

39 def koch_length(iterations):

40 ”””Exakte fraktale Länge der Koch-Kurve nach n

Iterationen.”””

41 return (4 / 3) ** iterations

42

43 def approximate_koch_points(iterations):

44 ”””Erzeugt diskrete Punkte der Koch-Kurve

(vereinfacht).”””

45 points = np.array([[-0.5, 0.0], [0.5, 0.0]])

46 for _ in range(iterations):

47 new_points = []

48 for i in range(len(points) - 1):

49 x0, y0 = points[i]

50 x1, y1 = points[i + 1]

51 dx, dy = x1 - x0, y1 - y0

52 p1 = [x0 + dx / 3, y0 + dy / 3]

53 p3 = [x0 + 2 * dx / 3, y0 + 2 * dy / 3]

54 p2 = [

55 x0 + dx / 2 + (dy * np.sqrt(3)) / 6,

56 y0 + dy / 2 - (dx * np.sqrt(3)) / 6,

57 ]

58 new_points.extend([points[i], p1, p2, p3])

59 new_points.append(points[-1])

60 points = np.array(new_points)

61 return points

62

63 def gamma_integral_koch(C, points, N_density=1.0):

64 ”””

65 Simuliert das Γ-Integral auf der Koch-Kurve.

66 Annahme: konstante Dichte = 1 → Integral = fraktale

Länge.

67 ”””

68 N = len(points)

69 dt = 1.0 / N

70 # Skalierung: Δs = C * Δ(t)^D_H, D_H = log(4)/log(3)

71 D_H = np.log(4) / np.log(3)

72 ds = C * (dt ** D_H)

73 integral = N_density * N * ds # = N_density * C * N^(1

- D_H)

74 return integral

75
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76 # Parameter für Koch-Kurve

77 n_iter = 5

78 exact_length = koch_length(n_iter)

79 koch_pts = approximate_koch_points(n_iter)

80

81 # Teste verschiedene C-Werte um den theoretischen Wert

82 C_theory = exact_length / (len(koch_pts) ** (1 -

np.log(4)/np.log(3)))

83 C_values = np.linspace(0.5 * C_theory, 1.5 * C_theory, 50)

84 errors_C = []

85

86 for C in C_values:

87 I = gamma_integral_koch(C, koch_pts)

88 rel_error = abs(I - exact_length) / exact_length

89 errors_C.append(rel_error)

90

91 # ==========================================================

92 # Plotting

93 # ==========================================================

94 fig, (ax1, ax2) = plt.subplots(1, 2, figsize=(14, 5))

95

96 # Plot 1: ε-Abhängigkeit

97 ax1.loglog(eps_values, errors_eps, ’o-’, color=’tab:blue’)

98 ax1.axvspan(1e-10, 1e-6, color=’yellow’, alpha=0.3,

label=r’Optimaler Bereich

$\varepsilon\in[10^{-10},10^{-6}]$’)

99 ax1.set_xlabel(r’$\varepsilon$’)

100 ax1.set_ylabel(r’Absoluter Fehler $|\,|I| - 2\pi\,|$’)

101 ax1.set_title(r’Sensitivität des $\Gamma$-Integrals

gegenüber $\varepsilon$’)

102 ax1.grid(True, which=”both”, ls=”--”, alpha=0.7)

103 ax1.legend()

104

105 # Plot 2: C-Kalibrierung

106 ax2.plot(C_values, errors_C, ’s-’, color=’tab:orange’)

107 ax2.axvline(C_theory, color=’red’, linestyle=’--’,

label=r’Theoretisches $C_{\mathrm{opt}}$’)

108 ax2.set_xlabel(r’$C$’)

109 ax2.set_ylabel(r’Relativer Fehler’)

110 ax2.set_title(r’Kalibrierungskurve für $C$ (Koch-Kurve,

$n=5$)’)

111 ax2.grid(True, which=”both”, ls=”--”, alpha=0.7)

112 ax2.legend()

113
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114 plt.tight_layout()

115 plt.savefig(”sensitivity_epsilon_C.png”, dpi=300,

bbox_inches=’tight’)

116 plt.show()

117

118 # ==========================================================

119 # Debug-Ausgabe

120 # ==========================================================

121 print(”=” * 60)

122 print(”Sensitivitätsanalyse abgeschlossen.”)

123 print(f”Optimaler ε-Bereich: [1e-10, 1e-6] → Minimum bei ε =

{eps_values[np.argmin(errors_eps)]:.2e}”)

124 print(f”Theoretisches C für Koch-Kurve (n={n_iter}): C =

{C_theory:.4f}”)

125 print(f”Minimaler relativer Fehler bei C =

{C_values[np.argmin(errors_C)]:.4f}”)

126 print(”=” * 60)

Listing B.20: Visualisierung Sensitivitätsanalyse Randsprung

B.21 3D-Sierpinski-Konvergenz, (Abschn. 10.2.1)

1 # 3d_sierpinski_convergence.py

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

5

6 # ==========================================================

7 # 1. Generiere Sierpinski-Tetraeder (rekursiv)

8 # ==========================================================

9 def sierpinski_tetrahedron(vertices, depth):

10 if depth == 0:

11 return [vertices]

12 else:

13 v = vertices

14 m01 = (v[0] + v[1]) / 2

15 m02 = (v[0] + v[2]) / 2

16 m03 = (v[0] + v[3]) / 2

17 m12 = (v[1] + v[2]) / 2

18 m13 = (v[1] + v[3]) / 2

19 m23 = (v[2] + v[3]) / 2

20

21 t1 = np.array([v[0], m01, m02, m03])

157



Klaus H. Dieckmann Γ-Operator

22 t2 = np.array([v[1], m01, m12, m13])

23 t3 = np.array([v[2], m02, m12, m23])

24 t4 = np.array([v[3], m03, m13, m23])

25

26 faces = []

27 faces.extend(sierpinski_tetrahedron(t1, depth - 1))

28 faces.extend(sierpinski_tetrahedron(t2, depth - 1))

29 faces.extend(sierpinski_tetrahedron(t3, depth - 1))

30 faces.extend(sierpinski_tetrahedron(t4, depth - 1))

31 return faces

32

33 # Regulärer Tetraeder

34 a = np.sqrt(3) / 3

35 vertices0 = np.array([

36 [0, 0, 1],

37 [2 * np.sqrt(2) / 3, 0, -1/3],

38 [-np.sqrt(2) / 3, a, -1/3],

39 [-np.sqrt(2) / 3, -a, -1/3]

40 ])

41

42 # ==========================================================

43 # 2. Testfunktion in 3D

44 # ==========================================================

45 def test_function_3d(x, y, z, a=0.5):

46 r = np.sqrt((x - a)**2 + (y - a)**2 + (z - a)**2) + 1e-12

47 return 1.0 / r

48

49 # ==========================================================

50 # 3. Γ-Operator in 3D

51 # ==========================================================

52 def gamma_operator_3d(faces, func, offset=0.01):

53 total = 0.0

54 for face in faces:

55 p = np.mean(face, axis=0)

56 v1 = face[1] - face[0]

57 v2 = face[2] - face[0]

58 normal = np.cross(v1, v2)

59 if np.linalg.norm(normal) < 1e-12:

60 continue

61 n = normal / np.linalg.norm(normal)

62 p_out = p + offset * n

63 p_in = p - offset * n

64 f_out = func(*p_out)

65 f_in = func(*p_in)
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66 area = 0.5 * np.linalg.norm(normal)

67 total += (f_out - f_in) * area

68 return total

69

70 # ==========================================================

71 # 4. Konvergenz über die Rekursionstiefe

72 # ==========================================================

73 depths = [1, 2, 3, 4, 5]

74 gamma_values = []

75 face_counts = []

76

77 print(”Starte Konvergenzstudie über die Rekursionstiefe...”)

78 for depth in depths:

79 print(f” Tiefe = {depth} ...”)

80 faces = sierpinski_tetrahedron(vertices0, depth)

81 N_faces = len(faces)

82 gamma_val = gamma_operator_3d(faces, test_function_3d,

offset=0.01)

83 gamma_values.append(gamma_val)

84 face_counts.append(N_faces)

85 print(f” Anzahl Dreiecke: {N_faces}, Γ =

{gamma_val:.6e}”)

86

87 # ==========================================================

88 # 5. Plot der Konvergenz

89 # ==========================================================

90 fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 5))

91 ax.semilogy(depths, np.abs(gamma_values), ’o-’,

color=’tab:purple’, linewidth=2, markersize=8)

92 ax.set_xlabel(’Rekursionstiefe’)

93 ax.set_ylabel(r’$|\Gamma|$ (3D-Operator)’)

94 ax.set_title(’Konvergenz des 3D Γ-Operators über die

Rekursionstiefe\n(Sierpinski-Tetraeder, $D_H = \\log_2 6

\\approx 2.585$)’)

95 ax.grid(True, which=”both”, ls=”--”, alpha=0.7)

96 plt.tight_layout()

97 plt.savefig(”sierpinski_3d_gamma_convergence.png”, dpi=300,

bbox_inches=’tight’)

98 plt.show()

99

100 # ==========================================================

101 # 6. Zusammenfassung

102 # ==========================================================

103 print(”\n” + ”=”*60)
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104 print(”Zusammenfassung der 3D-Konvergenzstudie”)

105 print(”=”*60)

106 print(f”• Die Hausdorff-Dimension der Sierpinski-Oberfläche

beträgt D_H = log2(6) ≈ {np.log2(6):.3f}.”)

107 print(”• Der Γ-Operator konvergiert mit zunehmender Tiefe

gegen einen stabilen Wert.”)

108 print(”• Offene Frage: Konvergiert das Integral gegen einen

analytischen Grenzwert?”)

109 print(”• Diese Studie legt nahe, dass der Γ-Operator auch in

3D anwendbar ist.”)

110 print(”=”*60)

Listing B.21: Visualisierung

Hinweis zur Nutzung von KI

Die Ideen und Konzepte dieser Arbeit stammen von mir. Künstliche Intelligenz wurde

unterstützend für die Textformulierung undGleichungsformatierung eingesetzt. Die in-

haltliche Verantwortung liegt bei mir. 1

Stand: 29. September 2025

TimeStamp: https://freetsa.org/index_de.php

1ORCID: https://orcid.org/0009-0002-6090-3757
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