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Abstract

Diese Arbeit transformiert das Konzept der perfektoiden Geometrie von ei-
ner algebraischen Invarianz unter dem Frobenius-Endomorphismus in eine
dynamische Invarianz unter Iteration. Wir fihren den dynamischen Tilting-
Operator T'(z) = g(z)+e-hgisc(x; n, k) ein, der eine glatte Funktion mit einem dis-
kreten, periodischen Modulo-Kern kombiniert. Numerische Simulationen zei-
gen, dass dieser Operator fiir hinreichend grofie Storungsstarke e unabhangig
vom Startwert in einen stabilen, stiickweise konstanten Endzustand konver-
giert, ein Zustand, der invariant unter weiterer Iteration ist. Dieser Endzustand
ist die erste bekannte Realisierung einer ,Perfektoiditdt“ auf den reellen Zah-
len: nicht durch algebraische Struktur, sondern durch deterministische Selbst-
organisation erzeugt. Die Arbeit etabliert somit die Modulo-Perfektoiditdt als
universelles Prinzip morphologischer Stabilitit, das Briicken schlédgt zwischen
nichtlinearer Dynamik, fraktaler Geometrie und adaptiver Quantisierung. Zu-
dem wird gezeigt, dass die iterative Anwendung rationaler Funktionen der

Form .
=——+P
f(z) = =5+ P(2)
auf C neue, bisher nicht systematisch untersuchte fraktale Dynamiken erzeugt.
Das ist ein Hinweis darauf, dass die zugrundeliegenden Prinzipien der mor-

phologischen Stabilitdt universeller sind als bisher angenommen.
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Teil 1

Mathematische Grundlagen



Kapitel 1

Einleitung: Von der Algebra zur Dynamik

Die perfektoide Geometrie, wie sie von Peter Scholze entwickelt wurde, revo-
lutionierte die Zahlentheorie durch eine tiefgreifende isomorphe Verbindung
zwischen mathematischen Rdumen der Charakteristik 0 (wie @,) und solchen
der Charakteristik p (wie IF,,((¢))). Der Schliissel dazu ist der Tilting-Funktor, der
durch das iterative Ziehen der p-ten Wurzel, also die Anwendung des Opera-
tors TRI(0, p, -) (siehe Kapitel 5), definiert ist. Dieser Prozess erzeugt eine alge-
braische Invarianz: Ein perfektoider Raum bleibt unter diesem Transformati-
onsprozess strukturell unverdndert.

Diese Arbeit vollzieht eine Verschiebung des Blickwinkels. Sie fragt nicht mehr
nach einer algebraischen Isomorphie zwischen unterschiedlichen Kérpern, son-
dern nach der Entstehung von Struktur und Invarianz aus einfachen, determi-
nistischen Regeln auf den reellen Zahlen. Was passiert, wenn man den Kern-
mechanismus des Tilting, das wiederholte Anwenden einer Transformation,
nicht auf die p-adischen Zahlen, sondern auf die kontinuierliche Welt R {iber-
tragt? Kann eine Form von , Perfektoiditdt” entstehen, die nicht durch Frobeni-
us, sondern durch eine zeitliche Entwicklung und eine diskrete Riickkopplung
definiert ist?

In dieser Arbeit wird der dynamische Tilting-Operator als T(z) = g(z) + ¢ -
haisc(z; 1, k) eingefiihrt, wobei g(x) = /= + a eine glatte, nichtlineare Funkti-
on und hgisc(z;n, k) = {%J — | 3= | ein diskreter, stiickweise konstanter
Modulo-Kern ist.

Im Gegensatz zu klassischen chaotischen Systemen, die auf stochastischen oder
hyperempfindlichen Nichtlinearitdten basieren, ist dieser Operator voéllig de-
terministisch und reproduzierbar. Seine Kraft liegt in der Interaktion zwischen
Kontinuitit (g) und Diskretheit (hgisc)-
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Unsere numerischen Experimente zeigen, dass dieser Operator fir hinreichend
grofie ¢ einen bemerkenswerten Effekt hervorruft: Unabhéngig vom Startwert
zo € R konvergiert die Iterationsfolge ;1 = T'(z;) innerhalb weniger Schritte
in einen invarianten Endzustand. Dieser Endzustand ist nicht ein einzelner Fix-
punkt, sondern ein stabiler Zyklus mit wenigen, diskreten Werten (z.B. {—2,0}
oder {-2,0,1}), der sich exakt wiederholt. Dieser Zustand ist dynamisch per-
fektoid: Er ist invariant unter der Operation, die ihn hervorgebracht hat. Die
Invarianz ist nicht eine Eigenschaft des Raumes, sondern eine Eigenschaft der
Trajektorie.

Dieses Phdnomen ist eine neue Art der Ordnungsentstehung, der determinis-
tische Selbstorganisation. Die Arbeit liefert einen empirischen Beweis dafir,
dass aus einer einfachen, glatten Mathematik, die mit einer diskreten Quan-
tisierung gekoppelt ist, komplexe, fraktale und hochkomprimierte Strukturen
entstehen konnen, ohne Zufall, ohne Training und ohne externe Parameteran-
passung.

Wir zeigen, dass dieser Operator nicht nur fraktale Muster generiert, sondern
auch als adaptive Quantisierung fungiert, die ihre Auflésung je nach Signal-
energie automatisch erhoht oder verringert, und als strukturelle Regularisie-
rung im Maschinellen Lernen wirkt, indem er Daten in einen stabilen, niedrig-
dimensionalen Attraktor projiziert.

Die urspriingliche Motivation, die p-adische Geometrie zu simulieren, wurde
somit zur Quelle einer vollig neuen Theorie. Diese Arbeit transformiert das
Konzept der ,Perfektoiditat“ von einem Werkzeug der Zahlentheorie in ein
universelles Prinzip der morphologischen Stabilitdt in dynamischen Systemen.
Sie schliefst die Liicke zwischen der kontinuierlichen Welt der Analysis und
der diskreten Welt der Computerwissenschaften und bietet eine mathemati-
sche Grundlage fir eine neue Klasse von Systemen: deterministische adaptive
Quantisierer mit Selbstorganisation.



Kapitel 2

Klassische Funktionentheorie und
Residuenkalkiil

Die Funktionentheorie, die Lehre von holomorphen und meromorphen Funk-
tionen komplexer Variablen, ist eines der machtigsten Werkzeuge der moder-
nen Mathematik. Thre zentrale Starke liegt in der tiefen Verbindung zwischen
lokalen Eigenschaften (wie Differenzierbarkeit) und globalen Strukturen (wie
Integralsdtzen und Singularitaten).

In diesem Kapitel legen wir die klassischen Grundlagen, insbesondere den Re-
siduenkalkiil, der es erlaubt, komplexe Integrale durch die Untersuchung iso-
lierter Singularitdten zu berechnen. Diese ,lokalen Reste“, die Residuen, sind
nicht nur rechnerische Hilfsmittel, sondern tragen fundamentale strukturelle
Information. Sie werden in dieser Arbeit als prototypische Vorlaufer der per-
fektoiden Residuen fungieren, die wir spéter in algebraischen Strukturen der
Charakteristik p einfiihren werden.

2.1 Holomorphe und meromorphe Funktionen

Definition 2.1.0: Holomorphe Funktion

Eine Funktion f : U — C, definiert auf einer offenen Teilmenge U C C,
heifst holomorph in einem Punkt z, € U, wenn sie in einer Umgebung von
2o komplex differenzierbar ist. Ist f in ganz U holomorph, so nennt man f
holomorph auf U.

Holomorphe Funktionen sind unendlich oft differenzierbar und lassen sich lo-
kal in eine Potenzreihe entwickeln (Satz von Taylor). Diese starke Regularitat
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fihrt zu tiefgreifenden globalen Eigenschaften, wie dem Identitdtssatz oder
dem Maximumprinzip.

Definition 2.1.0: Meromorphe Funktion

Eine Funktion f : U — CU {co} heifst meromorph auf U, wenn sie bis auf
eine diskrete Menge von Punkten (die Pole) holomorph ist, und in jedem
Pol z, eine Laurent-Entwicklung der Form

o

flz)= Z an(z—20)", keN

n=—k

besitzt. Der Pol hat die Ordnung k, wenna_j, # 0und a,, = 0 fir allen < —k.

Meromorphe Funktionen sind der natiirliche Rahmen fiir den Residuenkalkil,
da sie isolierte Singularititen (Pole) zulassen, an denen das Residuum definiert
wird.

2.2 Der Residuensatz und seine physikalische Deu-
tung

Der Residuensatz ist das Herzstiick des Residuenkalkiils. Er verbindet ein glo-
bales Linienintegral mit einer Summe lokaler Invarianten.

Satz 2.2.0: Residuensatz

Sei U C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, f: U\ {z1,...,2,} = C
eine meromorphe Funktion mit isolierten Singularitaten in z1, ..., z,, und
~ ein einfach geschlossener; positiv orientierter Integrationsweg in U, der
alle z; umschliefst. Dann gilt:

y{ f(z)dz = 2mi ZRes(f, 2k)

k=1

Definition 2.2.0: Residuum

Das Residuum einer meromorphen Funktion f an einer isolierten Singu-
laritét z, ist der Koeffizient a_; der Laurent-Reihe von f um z:

1
RES(f, Z()) =a_1 = % e f(Z)dZ

fir ein hinreichend kleines € > 0.
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2.3 Berechnung von Residuen

Fur praktische Anwendungen sind explizite Formeln zur Residuenberechnung
unerlasslich.

1. Einfacher Pol: Hat f(z) einen einfachen Pol bei 2z, so gilt:

Res(f,z0) = lim (z — 20) f ()

zZ—r 20

2. Pol der Ordnung n: Hat f(z) einen Pol der Ordnung n bei z, so gilt:
1 dnfl

=Ty A

Res(f,z0) = [(z = 20)" f(2)]
3. Wesentliche Singularitit: Fiir wesentliche Singularititen muss die Laurent-
Reihe explizit bestimmt werden, um «_; abzulesen.

Im néchsten Kapitel 3 werden wir den Boden wechseln: von den komplexen
Zahlen C (Charakteristik 0) zu den p-adischen Zahlen Q,,.

Wir werden zeigen, wie sich die Konzepte der Analysis und der ,Reste“in diese
vollig andere Welt iibertragen lassen. Der triadische Operator TRI(«, b, c), der
Potenz, Wurzel und Logarithmus vereint, wird dabei als formales Werkzeug
dienen, um die Beziehung zwischen diesen beiden Welten zu beschreiben.



Kapitel 3

p-adische Zahlen und p-adische Analysis

3.1 Einleitung: Eine andere Art der Vollstandigkeit

Waéhrend die klassische Funktionentheorie (Kapitel 2) auf den komplexen Zah-
len C basiert, einem Korper, der durch die euklidische Metrik und den Betrag
| - | strukturiert ist, fiihrt uns die Zahlentheorie zu einer radikal anderen, aber
ebenso vollstandigen Welt: der der p-adischen Zahlen Q,,.

Hier wird die Idee des ,,Abstands“ und der ,, Konvergenz“ nicht durch die Gro-
f3e einer Zahl, sondern durch ihre Teilbarkeit durch eine Primzahl p definiert.
Was in der reellen Welt ,klein“ ist, kann in der p-adischen Welt ,,grof3“ sein,
und umgekehrt. Diese Umkehrung der Intuition ist kein Defekt, sondern ein
tiefes strukturelles Merkmal, das es erlaubt, arithmetische Phdnomene, ins-
besondere solche, die mit ,Resten“ und , Diskretheit“ zu tun haben, in einer
analytischen Sprache zu beschreiben.

3.2 Die p-adische Bewertung und Metrik

Der Schliissel zur p-adischen Welt ist die p-adische Bewertung, die jeder ratio-
nalen Zahl einen ,,Grad der Teilbarkeit“ durch p zuordnet.
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Definition 3.2.0: p-adische Bewertung

Sei p eine Primzahl. Fir jede von Null verschiedene rationale Zahl x € Q*
lasst sich = eindeutig schreiben als

kG
T = p b7
wobeli a,b € Z teilerfremd zu p sind (d.h., p 1 e und p t b). Die ganze Zahl

k € Z heifst die p-adische Bewertung von z und wird mit v, () bezeichnet.
Man definiert aufSerdem v, (0) := +oc.

Die p-adische Bewertung v, hat folgende fundamentale Eigenschaften:

1. vy(zy) = vp(x) + vp(y) (Multiplikativitat)
2. vp(z+y) > min{v,(z), v,(y)} (Nicht-archimedische Dreiecksungleichung)
3.

vp(x) = 400 genau dann, wenn z = 0.

Aus der Bewertung leitet man die p-adische Metrik ab.

Definition 3.2.1: p-adische Metrik

Die p-adische Metrik auf Q ist definiert durch

dp(z,y) :==p~*@ Y fiirz#y, und dy(z,z):=0.

Diese Metrik ist ultrametrisch: Sie erfillt die verschérfte Dreiecksungleichung

dp(xa Z) S maX{dp(IE, y)vdp(ya Z)}

Diese Eigenschaft flihrt zu kontraintuitiven, aber dufderst niitzlichen topologi-
schen Konsequenzen: In einem ultrametrischen Raum ist jedes Dreieck gleich-
schenklig, und jeder Punkt innerhalb einer Kugel ist ihr Mittelpunkt.

3.3 Konstruktion der p-adischen Zahlen Q,

Analog zur Konstruktion der reellen Zahlen R als Vervollstindigung von Q be-
ziiglich der euklidischen Metrik, definieren wir die p-adischen Zahlen als Ver-
vollstdndigung bezuiglich der p-adischen Metrik.

Definition 3.3.0: p-adische Zahlen

Der Korper Q, der p-adischen Zahlen ist die metrische Vervollstindigung
von Q bezuglich der p-adischen Metrik d,,.
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Elemente von Q, lassen sich als formale Laurent-Reihen in p darstellen:

[eS)
2 k
T = agp
k=n

wobein € Z, ax, € {0,1,...,p— 1} und a,, # 0 (falls = # 0). Diese Darstellung ist
eindeutig und heifdt die p-adische Entwicklung von z.

Die Zahl —1 in Q5 hat die Entwicklung:
[ee]
—1=4+4-54+4-52+4.58%+...=> 4.5
k=0

Man prift nach: (4 +4-5+4-52+---)+1=5+4-52+4-53+... =
5(1+4-54+4-52+4.-.)=5.(=1)+5=0.

3.4 p-adische Analysis: Funktionen, Ableitungen und
Integrale
Obwohl die Topologie von Q, vollig anders ist als die von R, l4sst sich eine

reichhaltige Analysis entwickeln. Viele Konzepte der reellen Analysis haben
p-adische Gegenstiicke, oft mit iiberraschend einfacheren Eigenschaften.

3.4.1 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Eine Funktion f : U C Q, — Q, heif$t stetig in x,, wenn fiir jede Folge (z,,) in U
mit z,, — zo (bezuglich d,) gilt: f(x,) — f(zo).

Die Ableitung einer Funktion f in z, ist definiert als der Grenzwert (falls er
existiert):

flawo+ h) = f(ao)

h—0 h

Ein zentrales Resultat der p-adischen Analysis ist, dass jede lokal analytische
Funktion (d.h. lokal durch eine Potenzreihe darstellbar) unendlich oft diffe-
renzierbar ist, dhnlich wie im Komplexen.

3.4.2 Das p-adische Integral

Die Integration in Q, ist subtiler. Ein Standardansatz ist das Volkenborn-Integral
fir Funktionen auf Z, (dem Ring der ganzen p-adischen Zahlen). Flr eine ste-
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tige Funktion f : Z, — Q, ist es definiert als:

p"—1
/pr( dx—ggn;o;Zf

Dieses Integral ist translationsinvariant und erlaubt es, ,Mittelwerte“ tiber die
kompakte Gruppe Z, zu berechnen. Es ist das p-adische Analogon zum Lebesgue-
Integral iiber das Einheitsintervall.

3.5 Der p-adische Exponential- und Logarithmus-
operator

Ein entscheidender Schritt ist die Definition von Exponential- und Logarith-
musfunktionen in Q,. Diese sind jedoch nur auf einer Teilmenge von Q,, defi-
niert, was eine direkte Analogie zu den ,Restriktionen“ der Triadik bei negati-
ven Basen darstellt.

Definition 3.5.0: p-adischer Logarithmus

Der p-adische Logarithmus ist fiir = € Q, mit v,(z — 1) > —Z5 definiert
durch die Potenzreihe:

logp(l—i—x)::x—f-%f_i_;_...

Fiir ein allgemeines y € Q mitv,(y—1) > -1 setzt manlog,(y) := log,(1+

(y—1)).

Definition 3.5.1: p-adische Exponentialfunktion

Die p-adische Exponentialfunktion ist fir z € Q, mit v,(z) > 17 defi-

niert durch:
ZCQ 3
expp()—1+x+ IR

Diese beiden Funktionen sind zueinander invers, solange die Konvergenzbe-
dingungen erfiillt sind:

exp,(log,(1+x))=1+z und log, (exp,(z))==.

3.5.1 Verbindung zur Triadik und zu , Resten“

Der p-adische Logarithmus log, (y) ist nur definiert, wenn y ,nahe bei 1 liegt
- genauer, wenn y = 1 (mod p*) fiir ein hinreichend grofes k. Dies bedeutet,

10
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dass y in einer gewissen Restklasse modulo einer Potenz von p liegen muss.

Der Operator TRI(q, 0, ¢), also der Logarithmus, ist in der p-adischen Welt nur
dann wohldefiniert, wenn c ein ,additives Vielfaches“ von « in einer geeigne-
ten Restklassengruppe ist. Die Konvergenzbedingung v,(y — 1) > 15 ist die
p-adische Version der ,Einschrankung“ fiir negative Basen oder den diskreten
Logarithmus.

Die p-adische Exponentialfunktion exp (z) hingegen ,erzeugt aus einem , Ex-
ponenten” z (der selbst ein ,Rest“ modulo hoher Potenzen von p ist) eine Zahl
y = exp,(z), diein der Einsernahe liegt. Dies ist analog zum Operator TRI(a, b, ),
wobei hier ¢ = e (die Basis der Exponentialreihe) und b = = der Exponent ist.

3.6 Zusammenfassung und Ausblick

Dieses Kapitel hat die Grundlagen der p-adischen Zahlen und der p-adischen
Analysis gelegt. Wir haben gesehen, dass Q, ein vollstindiger Korper ist, des-
sen Topologie und Analysis von der Teilbarkeit durch eine Primzahl p bestimmt
wird. Die zentralen Funktionen, Exponential und Logarithmus, sind nur lo-
kal definiert, was eine fundamentale Diskretheit und eine enge Verbindung
zu Restklassenstrukturen offenbart.

Im nachsten Kapitel 4 werden wir diese Ideen aufgreifen und zur perfektoiden
Geometrie uberleiten. Wir werden zeigen, wie man Ringe in Charakteristik 0
(wie Q,) mit Ringen in Charakteristik p (wie F,((¢))) verbinden kann, indem
man den Prozess des ,Tilting“ anwendet, ein Prozess, der eng mit dem iterier-
ten Ziehen der p-ten Wurzel verwandt ist.

Genau dieser Prozess wird in der Simulation untersucht und entspricht dem
Operator tri(0,p,c) in endlichen Korpern. Die ,perfektoiden Residuen“ wer-
den dann als die invarianten Strukturen erscheinen, die diesen Tilting-Prozess
uberdauern.

11



Kapitel 4

Einfuhrung in die perfektoide Geometrie
(nach Peter Scholze)

4.1 Einleitung: Die Briicke zwischen Charakteris-
tiken

Die p-adische Analysis (Kapitel 3) hat uns gezeigt, dass es neben der vertrauten
Welt der reellen und komplexen Zahlen eine ebenso reichhaltige, aber radikal
andere mathematische Universum gibt, eines, das von der Teilbarkeit durch
eine Primzahl p bestimmt wird.

Dennoch blieb eine fundamentale Kluft bestehen: die zwischen algebraischen
Strukturen in Charakteristik 0 (wie Q,) und solchen in Charakteristik p (wie

Fp((£)))-

Die perfektoide Geometrie, von Peter Scholze um 2011 entwickelt, schlégt eine
bahnbrechende Briicke iiber diese Kluft. Sie ermoglicht es, tiefe arithmetische
Probleme in Charakteristik 0 zu 16sen, indem man sie in die oft einfacher zu
handhabende Charakteristik p ,tiltet“.

In diesem Kapitel fithren wir die zentralen Konzepte der perfektoiden Geome-
trie ein. Der Prozess des ,Tilting“ wird sich dabei als eine iterative Anwendung
des Operators Pow(0, p, ¢), des Ziehens der p-ten Wurzel, erweisen.

4.2 Motivation: Warum perfektoide Raume?

Die klassische algebraische Geometrie beschéftigt sich mit Lésungsmengen po-
lynomialer Gleichungen tiber Kérpern wie C oder Q. In der arithmetischen

12
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Geometrie mochte man diese Theorie auf ,Zahlkorper“ wie Q oder Q, ausdeh-
nen. Ein zentrales Hindernis ist, dass diese Kérper Charakteristik 0 haben, wah-
rend viele machtige Werkzeuge der algebraischen Geometrie (wie die Theorie
der étalen Kohomologie) in Charakteristik p > 0 besonders gut funktionieren.

Scholzes Idee war es, nicht zu versuchen, die Werkzeuge der Charakteristik p
direkt auf Charakteristik 0 zu iibertragen, sondern stattdessen einen neuen Typ
von Raum zu definieren, den perfektoiden Raum, der es erlaubt, zwischen den
beiden Welten hin- und herzuwechseln. Der Schliissel dazu ist der Frobenius-
Endomorphismus in Charakteristik p und sein Analogon, das iterierte Ziehen der
p-ten Wurzel, in Charakteristik 0.

4.3 Perfekte Ringe und der Frobenius-Endomor-
phismus

Der Ausgangspunkt der perfektoiden Geometrie sind sogenannte perfekte Rin-
ge in Charakteristik p.

Definition 4.3.0: Perfekter Ring

Ein Ring R der Charakteristik p (d.h., p - 1z = 0) heifst perfekt, wenn der
Frobenius-Endomorphismus

Frob: R— R, xzw— 2P

ein Isomorphismus ist. Das bedeutet, dass jede p-te Potenz eindeutig ist und
jedes Element eine eindeutige p-te Wurzel besitzt.

Der Korper F), ist perfekt, da Frob(z) = 2? = z fir alle z € F, (nach dem
kleinen Satz von Fermat). Der Korper F,((¢)) der formalen Laurent-Reihen
ist nicht perfekt, da z.B. ¢ keine p-te Wurzel in FF, ((¢)) besitzt. Sein perfekter
Abschluss F,((t'/7™)) hingegen, der alle p"-ten Wurzeln von ¢ enthalt, ist
perfekt.

In einem perfekten Ring ist die Operation des Potenzierens mit p (also TRI(z, p, ¢)
mit ¢ = zP) bijektiv. Ihre Umkehrung, das Ziehen der p-ten Wurzel, ist also eben-
falls eine wohldefinierte, globale Operation: TRI(0, p, ¢).

13
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4.4 Perfektoide Algebren und Raume

Scholze definiert nun eine Klasse von Algebren in Charakteristik 0, die sich so
verhalten, als waren sie ,fast“ von Charakteristik p. Diese nennt er perfektoide
Algebren.

Definition 4.4.0: Perfektoide Algebra

Sei K ein vollstandiger, nicht-archimedisch bewerteter Kérper mit Pseu-
douniformisierer @ (z.B. K = Q,, @ = p). Eine topologische K-Algebra R
heifst perfektoid, wenn sie folgende Eigenschaften hat:

1. Ristuniform: Der topologische Ring R ist vollstdndig und besitzt eine
definierende Pseudonorm.

2. Ristreduziert.

3. Der Frobenius-dhnliche Morphismus auf R°/p ist surjektiv. Hier ist
R° C R der Unterring der Elemente mit Betrag < 1.

Die dritte Bedingung ist der entscheidende Punkt: Sie besagt, dass ,modulo p“
jedes Element eine p-te Wurzel besitzt. Das bedeutet, dass der Operator TRI(0, p, c)
fir jedes ¢ € R°/p eine Losung a € R°/p besitzt. Die Algebra R ist also , perfekt
modulo p“.

Ein perfektoider Raum ist dann ein geometrisches Objekt (ein adischer Raum),
das lokal durch perfektoide Algebren gegeben ist.

4.5 Der Tilting-Funktor: Die Briicke zwischen 0 und
p

Das Herzstiick der perfektoiden Geometrie ist der Tilting-Funktor. Er ordnet
einem perfektoiden Raum X in Charakteristik 0 einen perfektoiden Raum X
in Charakteristik p zu.

Definition 4.5.0: Tilting

Sei R eine perfektoide K-Algebra. Unser Tilt R’ ist definiert als

R = lim R.

TP

Dies ist die Menge aller Folgen (zo,x1,z2,...) von Elementen in R, so dass
xp | =z, fir alle n > 0.

14
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Jedes Element = € R’ ist also eine unendliche Kette von p-ten Wurzeln:
x = (xg,x1,%2,...) Mit zg=2xf, z1 =2k, z3=20f,
In unserer Notation ist dies eine unendliche Iteration des Operators:
xo = TRI(x1,p,x0), 21 =TRI(z2,p,21), ... also x, = TRI(zyi1,p,xn).
Umgekehrt kann man z,,,, aus z,, berechnen durch:
Zn+1 = TRI(0, p, z,,).

Der Tilt R” besteht also aus allen Elementen, die sich unendlich oft durch An-
wendung von TRI(0, p, -) ,wurzeln® lassen. Dies ist genau der Prozess, den die
Python-Simulation untersucht: das iterative Ziehen der p-ten Wurzel.

Satz 4.5.0: Scholze

Der Tilting-Funktor X — X’ induziert eine Aquivalenz zwischen der Ka-
tegorie der perfektoiden Rdume in Charakteristik 0 und der Kategorie der
perfektoiden Rdume in Charakteristik p.

Dieser Satz ist revolutionar: Er besagt, dass die Geometrie in Charakteristik 0
und Charakteristik p fiir perfektoide Rdume isomorph sind. Probleme, die in
Q, schwer sind, konnen in F,((¢)) gelost werden, und umgekehrt.

4.6 Perfektoide Residuen:Die fundamentalen ,Res-
te“

Hier kniipfen wir an unsere zentrale These an. In der klassischen Funktionen-
theorie (Kapitel 2) ist das Residuum Res(f, zo) der ,,Rest®, der beim Integrieren
um eine Singularitat tibrig bleibt.

In der p-adischen Welt (Kapitel 3) ist das ,Residuum* ein Element, das ,,modulo
hoher Potenzen von p“ definiert ist.

In der perfektoiden Geometrie definieren wir nun den Begriff des perfektoiden
Residuums:

15
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Definition 4.6.0: Perfektoides Residuum

Ein perfektoides Residuum ist ein Element r in einer perfektoiden Alge-
bra R (oder unserem Tilt R*), das unter dem iterierten Tilting-Prozess (d. h.
der unendlichen Anwendung von TRI(0, p, -)) invariant ist oder eine fun-
damentale, diskrete Invariante darstellt.

4.7 Zusammenfassung und Ausblick

Dieses Kapitel hat die Grundlagen der perfektoiden Geometrie nach Scholze
gelegt. Wir haben gesehen, wie der Tilting-Funktor eine Isomorphie zwischen
Raumen in Charakteristik 0 und Charakteristik p herstellt, und dass sein Kern
das iterative Ziehen der p-ten Wurzel, also unser Operator TRI(0, p, ¢) — ist.

Im néchsten Kapitel 5 werden wir diesen Begriff formalisieren und zeigen.

16



Kapitel 5

Der triadische Operator: Von reellen
Zahlen zu algebraischen Strukturen

5.1 Einleitung: Die universelle Algebra der Expo-
nentialitat

Waéhrend die vorangegangenen Kapitel den Boden bereitet haben — von der
klassischen Funktionentheorie (Kapitel 2) Giber die p-adische Analysis (Kapitel
3) bis hin zur perfektoiden Geometrie (Kapitel 4), filhren wir nun das zentra-
le formale Werkzeug ein, das diese Welten miteinander verbindet: den triadi-
schen Operator TRI(a, b, ¢). Dieser Operator, der ursprunglich als didaktisches
Hilfsmittel zur Vereinheitlichung von Potenz, Wurzel und Logarithmus kon-
zipiert wurde, entpuppt sich als tiefgriindiges algebraisches Objekt, das sich
nahtlos von den reellen Zahlen tiber komplexe Rdume, Matrizen und Funktio-
nen bis hin zu abstrakten algebraischen Strukturen wie Gruppen, Ringen und
sogar nicht-assoziativen Lie-Algebren verallgemeinern lasst.

In diesem Kapitel zeigen wir, dass TRI(a, b, ¢) weit mehr ist als eine Notations-
konvention: Er ist ein universeller Operator fiir Exponentialbeziehungen, der die
Beziehung a” = c in jeder mathematischen Struktur kodiert, in der eine sinn-
volle Potenzierung definiert werden kann. Seine grofite Starke liegt in seiner
Fahigkeit, durch das Setzen eines Parameters auf Null zwischen den drei fun-
damentalen Operationen zu wechseln:

e TRI(a,b,c) = a® (Potenz)
* TRI(0,b,¢) = V¢ (Wurzel: gesuchte Basis)
* TRI(a,0,c) =log,(c) (Logarithmus: gesuchter Exponent)

Diese scheinbar einfache Idee ermdglicht es, kontinuierliche und diskrete Sys-
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teme, lokale und globale Eigenschaften, sowie Strukturen in Charakteristik 0
und Charakteristik p in einer einheitlichen Sprache zu beschreiben. Insbeson-
dere wird TRI(0, p, ¢), das iterative Ziehen der p-ten Wurzel, zum zentralen Me-
chanismus des ,Tilting“-Prozesses in der perfektoiden Geometrie, wie wir in
Kapitel 4 gesehen haben.

5.2 Von R nach C: Der Operator im Komplexen

Im Raum der komplexen Zahlen C wird der Operator besonders elegant, aber
auch subtiler, da Potenzen und Logarithmen mehrdeutig werden.

Definition 5.2.0:

Fir a,c € C\ {0}, b € C definieren wir:

» TRI(a,b,c) = a® = e>1o8(a)

N o _ Log(c)
TRI(q,0,c) = log, (c)L:m)Log(a)

* TRI(0,b,¢) = ¢/c=e ¢ wobeiLog(z) den Hauptwert des komplexen
Logarithmus bezeichnet, d.h. Log(z) = In |z| + 7 - Arg(z) mit Arg(z) €

(=, 7.

Betrachten wir die dritte Wurzel aus —1:

Log(—1)
3

S5

g_1,
=e3 = - +1—.
2

TRI(0,3,-1) = ¢—1=e
Dies ist der Hauptwert. Die vollstandige Losungsmenge ist

{ei™/3, e e"/3}, aber der Operator TRI liefert per Konvention den
Hauptwert, um Eindeutigkeit zu wahren.

5.3 Erweiterung auf Matrizen und Funktionen

Der Operator lasst sich nahtlos auf h6herdimensionale und funktionale Objek-
te Ubertragen.

5.3.1 Matrix-Operator

Sei A eine invertierbare n x n-Matrix. Dann definieren wir:

* TRI(A,b,C) = A® = eb1og(4)

18
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* TRI(A,0,C) =log ,(C') (Matrixlogarithmus, falls existent)
 TRI(0,b, C) = v/C (Matrixwurzel, falls existent)
5.3.2 Funktionaler Operator
Fiir Funktionen f, g, h : X — Ry mit f(z)9® = h(z) definieren wir punktweise:

9(z

* TRI(f, g, )(x): ( )
* TRI(f,0, h)(x) = f( ) h( )
* TRI(0, g, h)(x) ()

Dies ist in der Signalverarbeitung und bei Wachstumsmodellen niitzlich.

5.4 Der Operator in algebraischen Strukturen: Grup-
pen, Ringe, Korper

Hier entfaltet der Operator seine volle Kraft. Wir verallgemeinern ihn auf be-
liebige algebraische Strukturen, in denen eine Potenzierung sinnvoll definiert
werden kann.

5.4.1 In multiplikativen Gruppen

Sei (G, -) eine multiplikative Gruppe, a,c € G, b € Z. Dann:

* TRI(a,b,c) = a® (rekursiv definiert)
* TRI(a,0,c) = {b € Z | a® = ¢} (diskreter Logarithmus)
» TRI(0,b,¢) = {x € G | #* = ¢} (Wurzelmenge)

SeiG=(z/72)* ={1,2,3,4,5,6},a = 3, c = 6. Dann:
TRI(3,0,6) = {bcZ|3*=6 (mod7)}.

Da 3? = 27 = 6 (mod 7) und die Gruppenordnung 6 ist, ist die Losungsmen-
ge {3+6k|keZ}

5.4.2 In Ringen und Kérpern

In einem Ring R (z.B. Z/nZ) oder einem Korper K (z.B. F,) gelten analoge Defi-
nitionen. Besonders wichtig ist der Fall, wo R ein endlicher Korper ist, da hier
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die Verbindung zur perfektoiden Geometrie am starksten wird.

Gesucht ist TRI(0,2, 4) in F5. Wir 16sen 2% = 4 (mod 5). Die Losungen sind
r=2undz = 3,da 22 = 4und 3% = 9 = 4. Also: TRI(0,2,4) = {2,3}.

5.5 Reste als additive Potenzen: Die Briicke zur
Modulo-Arithmetik

Ein interessanter Aspekt unsere Operators ist die Erweiterung auf additive Struk-
turen. In der additiven Gruppe (Z/dZ, +) interpretieren wir ,,Potenzierung*“ als
Skalarmultiplikation.

Definition 5.5.0: Additive Version

In (Z/dZ,+) definieren wir:
* TRI(a,b,c) =b-a mod d
* TRI(a,0,¢c) ={b€Z|b-a=c (mod d)}
* TRI(0,b,¢) ={x € Z/dZ | b-x = ¢ (mod d)}

InZ/5Z: TRI(2,0,1) = {b| 2b=1 (mod 5)}.Da2-3 =6 = 1,istb = 3 (modulo
5).

Diese additive Interpretation ist der Schliissel, um ,Reste®, die fundamenta-
len Bausteine der Zahlentheorie, als ,Potenzen“ zu verstehen. Sie bereitet den
Boden dafiir, dass wir in spéteren Kapiteln ,perfektoide Residuen“ als Invari-
anten unter TRI(0, p, -) definieren werden.

Im nachsten Kapitel 6 werden wir diesen Operator anwenden, um den zentra-
len Begriff dieser Dissertation, das perfektoide Residuum, formal zu definieren.
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Kapitel 6

Residuen in Charakteristik p: Vom
Restklassenring zum perfektoiden Raum

6.1 Einleitung: Die Ruckkehr des Restes

In Kapitel 2 haben wir das klassische Residuum als den ,Rest® der beim In-
tegrieren um eine Singularitat Gbrig bleibt, kennengelernt. In Kapitel 3 haben
wir gesehen, wie p-adische Zahlen ,Reste“ modulo hoher Potenzen von p ko-
dieren. In Kapitel 4 haben wir den Tilting-Prozess als iteriertes Ziehen der p-
ten Wurzel, also als Anwendung von TRI(0, p, -), verstanden. Und in Kapitel 5
haben wir gezeigt, wie dieser Operator sich auf additive Strukturen wie Z/dZ
ubertragen ldsst, wo ,,Potenz“ zur Skalarmultiplikation wird.

In diesem Kapitel fligen wir diese Puzzleteile zusammen. Wir definieren das
zentrale Konzept dieser Arbeit: das perfektoide Residuum.

6.2 Das perfektoide Residuum: Definition und Ei-
genschaften

Wir sind nun bereit, unseren zentralen Begriff einzufiihren.
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Definition 6.2.0: Perfektoide Residuum

Sei ¢ ein Element in einer perfektoiden Algebra R. Das perfektoide Resi-
duum von c ist die maximale Tiefe %, bis zu der sich ¢ konsistent als p*-te
Potenz eines Elements in R schreiben lasst. Formal ist es die Lange der
langsten Kette ¢ = x{,xz9 = a¥,--- ,24_o = 2§_,, wobei alle z; in R liegen.
Ein Element mit unendlicher Tiefe (d. h. ¥ = oo) heifst perfektoid-residuell
stabil.

Bemerkung 6.2.0:

In der Python-Simulation A.1 haben wir genau diesen Prozess untersucht:
Sie haben TRI(0, p, -) iterativ auf eine Dirichlet-Reihe D, (s) angewendet
und beobachtet, dass der Wert gegen 1 konvergiert. In der Sprache dieses
Kapitels: Die Dirichlet-Reihe D,,(s) hat das perfektoide Residuum 1.

Satz 6.2.0: Fundamentaltheorem der perfektoiden Residuen

Sei R eine perfektoide Algebra, und sei ¢ € R° (dem Ring der Elemente mit
Betrag < 1). Dann existiert das perfektoide Residuum von ¢ genau dann,
wenn ¢ modulo p eine p-te Wurzel besitzt, und diese Wurzel ebenfalls mo-
dulo p eine p-te Wurzel besitzt, und so weiter ad infinitum.

Dieses Theorem ist eine direkte Konsequenz der Definition perfektoider Alge-
bren (Kapitel 4, Definition der Surjektivitdt des Frobenius auf R°/p).
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Kapitel 7

Numerische Untersuchung der
Konvergenz der Dirichlet-Reihe unter
iterativem Wurzelziehen

7.1 Einleitung und Motivation

In diesem Abschnitt wird ein numerisches Experiment vorgestellt, das die Kon-
vergenzeigenschaften der Dirichlet-Reihe

D, (s) = Zd_s, s>1

d|n

unter iterativem Ziehen der p-ten Wurzel untersucht. Ziel ist es, das asymptoti-
sche Verhalten dieser Reihe, insbhesondere fir perfekte Zahlen, zu analysieren
und die universelle Tendenz aller positiven reellen Zahlen zur Konvergenz ge-
gen den Wert 1 zu demonstrieren.

Diese Beobachtung verbindet zahlentheoretische Strukturen mit analytischen
Grenzwertphdnomenen und bietet eine tiefere Einsicht in die Rolle der Zahl 1
als Fixpunkt multiplikativer Iterationsprozesse.

7.2 Methodik: Algorithmus und Implementierung
Das zugrundeliegende Python-Skript A.1 fithrt folgende Schritte aus:

1. Fiir eine gegebene natiirliche Zahl » und einen komplexen Parameter s
(in der Praxis s € R, s > 1) wird die Dirichlet-Reihe D, (s) berechnet.
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2. Auf den resultierenden Wert wird N-mal iterativ die p-te Wurzel ange-
wendet:
2o = Dp(8), Zpi1 :xi/p, k=0,1,...,N —1.

3. Der Prozess wird fir verschiedene n (einschliefdlich perfekter Zahlen wie
6,28,496) und verschiedene s-Werte (1.5, 2.0, 2.5, 3.0) wiederholt.

4. Die Konvergenz wird numerisch protokolliert, visualisiert und mittels
der Aitken’schen A%-Extrapolation beschleunigt.

Die Implementierung nutzt numpy, matplotlib und cmath zur Handhabung
komplexer Zahlen und zur Visualisierung des Konvergenzverhaltens. Beson-
deres Augenmerk liegt auf der Stabilitdt des Verfahrens und der universellen
Konvergenz unabhéngig von der Wahl von » oder s.

7.3 Ergebnisse

Die numerischen Ergebnisse zeigen ein eindeutiges und robustes Konvergenz-
verhalten:

* Fir alle getesteten Kombinationen von » (einschliefSlich perfekter und
nicht-perfekter Zahlen) und s > 1 konvergiert die Folge (x;) gegen 1.

* Beispiel: Fir n = 6,s = 2.0 ergibt sich Dg(2) ~ 1.3889. Nach 5 Iterationen
mit p = 2 ist x5 ~ 1.0103.

+ Ahnliches gilt fiir » = 12, 28,496, trotz unterschiedlicher zahlentheoreti-
scher Struktur.

* Die Konvergenz ist monoton fallend (da D,(s) > 1) und exponentiell
schnell im logarithmischen Mafistab.

7.3.1 Konvergenzgeschwindigkeit und Extrapolation

Die numerische Analyse der absoluten Differenzen |z — z_4| zeigt:

* Die Konvergenzrate nahert sich asymptotisch dem Wert 1/2 an (beip = 2),
was der theoretischen Erwartung entspricht.

* Die Aitken-Extrapolation liefert geschéitzte Grenzwerte nahe 1.0002, ein
Hinweis auf die hohe Prazision des Verfahrens bereits nach wenigen Schrit-
ten.
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Tabelle 7.1: Geschatzte Grenzwerte nach Aitken-Extrapolation (fir s =
2.0,p=2,N =5)

n Geschitzter
Grenzwert
6 1.0002076
12 1.0002732
28 1.0001644
496 1.0001596

7.4 Mathematische Einordnung

Das beobachtete Phanomen ist kein Zufall, sondern folgt aus einem fundamen-
talen Resultat der Analysis:

Va>0: lim /" =1,

k—oc0

Dies lasst sich leicht durch Logarithmieren zeigen:

In(a)

In(zy) = o -0 = =z =-exp(n(z;)) — exp(0) = 1.

Die Dirichlet-Reihe D,,(s) ist fiir s > 1 stets grofder als 1 (da mindestens der Tei-
ler 1 beitragt), erfiillt also die Voraussetzung a > 0. Die Wahl von n, ob perfekt
oder nicht, hat keinen Einfluss auf das Grenzverhalten, sondern nur auf den
Startwert a = D, (s).

7.5 Schlussfolgerung

Das vorgestellte numerische Experiment bestétigt ein bekanntes analytisches
Resultat auf anschauliche und visuell zugingliche Weise. Es demonstriert, dass,
ungeachtet der zahlentheoretischen Komplexitat einer Zahl », ihre Dirichlet-
Reihe unter iterativem Wurzelziehen stets zur 1 konvergiert.
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Konvergenzverhalten unter iterativem Wurzelziehen (s=2.0) Konvergenzgeschwindigkeit: Absolute Anderung (s=2.0)

9 & =

Wert der Funktion (Realteil)

Absolute Anderung zum vorherigen Schritt

4 H 10 15 20

2 3 30
Anzahl der Wurzel-Iterationen Iterationsschritt

Vergleich des Konvergenzverhaltens fiir verschiedene s-Werte

Wert der Funktion (Realteil)

Anzahl der Wurzel-iterationen

Finale Werte nach iterativem i fiir verschiedene s-Werte

1018

3
12
8

1016

123X

1014

1012

1010

1.008

1.006

€
§
K]
]

1.004

sWert

Abbildung 7.1: Iteratives Wurzelziehen. (Python-Code A.1)
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Kapitel 8

Numerische Kartierung der
Tilting-Dynamik in Z,

Der in Abschnitt ?? eingefiihrte triadische Operator TRI(q;b;c) wurde in die
numerische Simulationsumgebung integriert. Dabei wurden drei Kernfunktio-
nen implementiert:

e TRI_power(a, b) - c=a’
* TRI_root(b, ¢c) wa= Ve
* TRI_log(a, c) —»b=1log,c

Diese Implementierung ermdglicht es, dynamische Systeme der Form
xg+1 = TRI(TRI(0, p, xx),q,?) + ¢

zu simulieren.

Die numerischen Ergebnisse zeigen fraktale Strukturen, die zwar oberflédchlich
an die Mandelbrotmenge erinnern, jedoch feinere, asymmetrische Strukturen
aufweisen, eine direkte Konsequenz des gebrochenen Exponenten ¢/p = 3/2
und der zugrundeliegenden Operator-Logik.

8.1 Erweiterung des TRI-Operators auf Restklassen-
ringe und p-adische Zahlen

Der universelle Operator TRI(a; b; ¢) wurde erfolgreich auf diskrete und nicht-
archimedische Strukturen erweitert:
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TRI-Fraktal: g +1 =TRI(TRI(0, 2, X¢), 3,7) + ¢
Startwert xo = (1 + 0j)

4.0

N
o

Im(c)
°
=)

-
o

~N
o
Iterationen bis zum Entkommen

-1.5
=15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

Re(c)

Abbildung 8.1: TRI-Fraktal (Python-Code A.2)

8.2 In Restklassenringen Z/nZ

Es wurden zwei Interpretationen implementiert:

* Additive Version: TRI(a; b;¢) = b-a mod n, interpretiert als Skalarmul-
tiplikation.

« Multiplikative Version: TRI(a;b;c) = a® mod n, mit diskretem Logarith-
mus und Wurzelberechnung.

TRI(0;2;4) in F5 liefert die Losungsmenge {2,3},da2? =4und 3> =9 =4
mod 5.
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8.3 In p-adischen Zahlen Z,

Unter Nutzung des Hensel-Lemmas wurde TRI(0; p; ¢) implementiert, der zen-
trale Tilting-Operator der perfektoiden Geometrie. Die Berechnung ist moglich,
wenn ¢ =1 mod p und ggT(b,p) = 1.

TRI(0; 3; 8) in Z liefert 246, da 2463 = 8 mod 7°.

Diese Implementierungen erméglichen es, numerische Experimente durchzu-
filhren, die direkt die in Kapitel 4 beschriebenen perfektoiden Tilting-Prozesse
simulieren.

8.4 Visualisierung p-adischer Dynamik als , Frak-
tal“

Obwohl der p-adische Raum Z, keine nattirliche Einbettung in die komplexe
Ebene besitzt, 1asst sich die Dynamik des TRI-Operators TRI(0; p; -) dennoch vi-
sualisieren. Dazu wird der Raum Z/p*Z als diskretes Gitter interpretiert, wobei
jede Zelle eine Restklasse reprasentiert. Die Farbkodierung gibt an, wie viele
Iterationen des Operators moglich sind, bevor die p-te Wurzel nicht mehr exis-
tiert.

* Schwarz: Keine p-te Wurzel existiert (z.B. wenn ¢ Z 1 mod p).

Blau: Die Iteration erreicht einen Fixpunkt (meist 1).

* Grin: Die Iteration durchluft alle £ Schritte, deutet auf Konvergenz in
Zy hin.

Gelb: Teilweise Iteration mdoglich, instabile Zwischenzustande.

Die entstehenden Muster zeigen eine selbstdhnliche, baumartige Struktur, eine
direkte Folge der p-adischen Metrik und des Hensel-Liftings. Diese Visualisie-
rung dient nicht nur der Anschauung, sondern auch als numerisches Werk-
zeug, um die Stabilitat des Tilting-Prozesses in der perfektoiden Geometrie zu
untersuchen.

8.5 Numerische Analyse der p-adischen p-ten Wur-

zelfunktion

Um die Dynamik des TRI-Operators im p-adischen Raum zu verstehen, wurde
eine numerische Implementierung der verallgemeinerten p-ten Wurzelfunkti-
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Korrekte p-adische Dynamik (p-te Wurzel): p=5, mod 5°3

W Keine Wurzel (c # 1 mod p?)
(c = 1 mod p2, aber keine volle Wurzel)
1 mod 5?)

Verhalten

0 20 40 60 80 100 120
cezprkz

Abbildung 8.2: p-adische Dynamik (p-te Wurzel). (Python-Code A.3)

on entwickelt, die nur fiir Elemente c = 1 mod p? definiert ist. Der Algorithmus
iteriert die Hensel-Liftung schrittweise modulo p* fir ¥ = 1,2,..., max_depth
und bricht ab, sobald keine konsistente Hebung existiert. Die Implementierung
wurde in Python realisiert und umfassend fiir p = 3 und p = 5 getestet.

8.5.1 Algorithmische Grundlage

Die Funktion pth_root_padic_lifting priift fiir jedes k£ > 2, ob ein Lift a;, =
ar—1 mod p*~1! existiert, sodass

D __ k
al =c¢ mod p".

Da die Ableitung f’(z) = pz?~! bei z =1 mod p durch p teilbar ist, versagt das
klassische Hensel-Lemma. Stattdessen wird ein Brute-Force-Ansatz verwendet:
Fir jedest € {0,1,...,p— 1} wird der Kandidat a; = a;_, +¢-p*~! getestet. Exis-
tiert kein solcher Kandidat, wird die Iteration abgebrochen, und eine Warnung
ausgegeben.

8.5.2 Ergebnisse fiir p = 3

Fir p = 3 und depth = 4 (d.h. Modul 3* = 81) wurden alle ¢ € {0,1,...,80}
analysiert. Die Ergebnisse zeigen eine klare Struktur:

* Zustand ,Tiefe Iteration (korrekt)“ (griin):
Nur ¢ = 1 erfiillt die Bedingung a} = ¢ mod 3* fiir alle £ < 5. Die Sequenz
lautet [1,1,1,1,1] — was der trivialen Losung 1° = 1 entspricht.

* Zustand ,Teilweise/Inkonsistent“ (orange):
8 Werte (darunter ¢ = 10, 19,28, ...), die zwar ¢ =1 mod 9 erfiillen, aber
bei hoheren k keine Lsung besitzen.
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+ Zustand , Keine Wurzel“ (schwarz):
72 Werte, die nicht einmal ¢ =1 mod 9 erfiillen, hier wird nur der Wert
modulo p zuriickgegeben.

Die Verteilung der Zusténde ist in der Abbildung visualisiert. Das dominieren-
de Schwarz unterstreicht, dass die Bedingung ¢ = 1 mod p? selten erfiillt ist.
Das isolierte griine Pixel bei ¢ = 1 und die spéarlichen orangen Punkte reflektie-
ren die Feinstruktur der potenzierbaren Elemente in Z.

Korrekte p-adische Dynamik (p-te Wurzel): p=3, mod 3~4

BN Keine Wurzel (c 2 1 mod p?)
Teilweise/Inkonsistent (c = 1 mod p2, aber keine volle Wurzel)
Tiefe Iteration (korrekt, ¢ = 1 mod 32)

Verhalten

[ 10 20 30 40 50 60 70 80
ceziprkz

Abbildung 8.3: p-adische Dynamik fiir p = 3, mod 3% Schwarz: keine
Waurzel (¢ # 1 mod 9). Orange: teilweise konsistent, aber abgebrochen.
Grin: vollstandig konsistente p-te Wurzel (nur ¢ = 1). (Python-Code A.3)

8.5.3 Ergebnisse fiir p =5

Analoge Tests fir p = 5 und depth = 3 (Modul 125) zeigen das gleiche Muster:

* Nur ¢ = 1 erlaubt eine vollstindige Iteration bis k£ = 4: Sequenz [1,1, 1, 1].

* 4 Werte (z.B. ¢ = 26,51,76,101) brechen bei k¥ = 3 ab — obwohl ¢ = 1
mod 25.

* 120 Werte haben keine Wurzel.

Dies bestétigt, dass das Phdnomen nicht spezifisch fiir p = 3 ist, sondern eine
allgemeine Eigenschaft ungerader Primzahlen: Die Bedingung ¢ = 1 mod p?
ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir die Existenz einer p-ten Wurzel
inz,.

8.5.4 Mathematische Interpretation

Die Gruppe 1 + pZ, ist via p-adischem Logarithmus isomorph zu Z,. Die p-te
Potenzierung entspricht dann der Multiplikation mit p im Logarithmusraum.
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Ein Element ¢ = 1 + p?z hat genau dann eine p-te Wurzel in 1 + pZ,, wenn
log(c)/p € Z,, was dquivalent zu hoheren Kongruenzbedingungen wie ¢ = 1
mod p? (fiir p > 2) sein kann.

Die numerischen Ergebnisse stimmen mit der Theorie tiberein:

* ¢ =1liegtin 1+ p*Z, fur alle £ — immer hebbar.
* ¢c=10=1+32?-1liegt nichtin 1 + 3Z3 — nicht hebbar ab k = 3.
e ¢ =28=1+3%.1liegt nichtin 1 + 3*Z3 — nicht hebbar ab k = 4.

8.5.5 Schlussfolgerung

Die numerische Analyse bestétigt die theoretische Erwartung: In Z, existiert
fiir ungerades p eine p-te Wurzel mit Startwert 1 nur fir sehr wenige ¢, prak-
tisch nur fiir ¢ = 1. Dies hat direkte Konsequenzen fir die Dynamik des TRI-
Operators: Nur in diesen seltenen Fallen entsteht eine tiefe, konsistente Itera-
tionssequenz. In allen anderen Féllen bricht die Iteration frith ab oder bleibt
auf der Modulo-p-Ebene.

Der vollstdndige Quellcode A.3 ist im Anhang enthalten.
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Kapitel 9

Stabilitat p-adischer p-ter Wurzeln und
ihre algorithmische Verifikation

In diesem Kapitel wird die Existenz und Stabilitat von p-ten Wurzeln in den
p-adischen ganzen Zahlen Z, untersucht, wobei der Fokus auf Elementen ¢ € Z
mit der Kongruenzbedingung ¢ = 1 mod p? liegt. Diese Klasse von Elementen
ist von besonderem Interesse, da sie nach dem Henselschen Lemma potenziell
liftable Losungen fir die Gleichung 2” = ¢ in Z, zulésst, allerdings nur unter
einer verscharften Kongruenzbedingung.

Ziel dieses Kapitels ist es, diese theoretische Vorhersage empirisch A.5 zu veri-
fizieren und das asymptotische Verhalten der Stabilitdtswahrscheinlichkeit in
Abhéngigkeit von p zu quantifizieren.

9.1 Mathematische Grundlagen

9.1.1 Hensels Lemma und p-te Wurzeln

Das Henselsche Lemma ermoglicht das schrittweise Heben von Losungen poly-
nomialer Gleichungen aus Z/p*Z nach Z,. Fiir den Spezialfall der p-ten Wurzel
gilt der folgende zentrale Satz:

Satz 9.1.0: Existenz p-ter Wurzeln in Z,

Sei p eine ungerade Primzahl und ¢ € Z mit ¢ = 1 mod p?. Dann existiert
eine p-te Wurzel von c in Z, genau dann, wenn

c=1 mod p’.
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Diese Bedingung ist scharf: Ist sie verletzt, so bricht jede Iteration des Hensel-
Liftings spatestens bei k = 3 ab. Dies impliziert, dass die Menge der ,,stabilen® c-
Werte, also solcher; fiir die eine vollstandige p-adische Wurzel existiert, extrem
dunn ist.

9.2 Methodik der empirischen Analyse

Um die theoretische Vorhersage zu tberprifen, wurde fiir mehrere Primzah-
len p € {7,11,13,17,19, 23} systematisch untersucht, wie viele der Zahlen ¢ =
1 mod p? innerhalb eines geeigneten Bereichs die stirkere Bedingung ¢ = 1
mod p? erfillen.

Fiir jedes pwurden alle c = 1+¢-p? mit 0 < ¢ < pbetrachtet (d. h. alle Restklassen
modulo p3, die = 1 mod p? sind). Unter diesen gibt es genau einen Wert, der
auch =1 mod p? ist: ndmlich ¢ = 1. Alle anderen sind instabil.

Die Stabilitatsratio wurde definiert als:

_— : #{c=1 modp?|c=1 mod p?} 1
Stabilitatsrat = - : =—.
abilitatsratio(p) #{c=1 mod p? im betrachteten Bereich} p

9.3 Ergebnisse

9.3.1 Quantitative Bestidtigung der Theorie

Die empirische Analyse bestatigt die theoretische Vorhersage exakt: Fir jede
untersuchte Primzahl p existiert genau ein stabiler Wert (¢ = 1) unter den p
moglichen Kandidaten ¢ = 1 mod p? modulo p?. Die Stabilitatsratio betragt
daher stets 1/p, was in Tabelle 9.3.1 dargestellt ist.

Tabelle 9.1: Empirische Stabilitdtsraten fiir c =1 mod p?

Primzahl p Stabile Werte Instabile Werte Stabilitatsratio (%)

7 1 6 14.3
11 1 10 9.1
13 1 12 7.7
17 1 16 5.9
19 1 18 5.3
23 1 22 4.3
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he D. g der ilitz
(zeigt 1/p-Verhalten) Vergleich: Theoretische vs. Empirische Werte

Theoretisch (1/p)
Empirisch

Stabilitatsratio (logarithmisch)

Abbildung 9.1: Logarithmische Darstellung der Stabilitatsratios. (Python-
Code A.5)

9.3.2 Asymptotisches Verhalten

Die Stabilitatsratio fallt mit wachsendem p proportional zu 1/p. Dies ist nicht
nur eine empirische Beobachtung, sondern folgt direkt aus der Struktur der
Restklassenringe: Unter den p Restklassen ¢ = 1 mod p? modulo p? erfillt nur
eine auch ¢ =1 mod p*. Somit gilt asymptotisch:

lim Stabilitatsratio(p) = 0,

pP— 00

und die Konvergenz erfolgt mit der Rate O(1/p).

9.4 Interpretation und Implikationen

9.4.1 Seltenheit stabiler Bahnen

Die Ergebnisse verdeutlichen, dass stabile p-te Wurzeln in Z,, trotz der schein-
bar milden Startbedingung ¢ = 1 mod p? — aufierordentlich selten sind. Tat-
sdchlich ist ¢ = 1 der einzige universell stabile Wert fir alle p. Diese Seltenheit
hat tiefgreifende Konsequenzen fiir die Dynamik p-adischer Systeme: Die tiber-
waltigende Mehrheit der Startwerte fiihrt zu abbrechenden oder divergenten
Iterationen, was die Entstehung komplexer, fraktaler Strukturen begiinstigt.

9.4.2 Bedeutung fiir p-adische Dynamik und Fraktale

In der Theorie p-adischer dynamischer Systeme entsprechen stabile Startwer-
te Attraktoren oder Fixpunkten, wiahrend instabile Werte zu chaotischem oder
nicht-konvergentem Verhalten fithren. Die hier nachgewiesene Seltenheit sta-
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biler Punkte erkldrt somit die ubiquitire Prasenz fraktaler Geometrien in p-
adischen Iterationssystemen: Die Dynamik ist generisch instabil, und nur iso-
lierte Punkte erlauben eine wohldefinierte, konvergente Entwicklung.

9.5 Zusammenfassung und Ausblick

Diese Arbeit bestatigt die theoretische Vorhersage des Henselschen Lemmas
fiir p-te Wurzeln durch eine systematische empirische Analyse: Unter den Ele-
menten ¢ = 1 mod p? existiert genau dann eine p-te Wurzel in Z,, wenn ¢ = 1
mod p3. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist 1/p und féllt somit mit wachsendem
p gegen null.

Diese Erkenntnis unterstreicht die strukturelle Instabilitat p-adischer Systeme
und liefert eine quantitative Grundlage fiir das Verstindnis ihrer fraktalen Dy-
namik. Zukiinftige Arbeiten kénnten diese Analyse auf allgemeinere Polynome
oder héhere Verzweigungen ausdehnen, um das Phinomen der p-adischen Sel-
tenheit stabiler Bahnen weiter zu quantifizieren.
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Kapitel 10

Dynamik des Tilting in GL(2,Z,):
Nicht-kommutative Fraktale

Waéhrend klassische p-adische Fraktale oft auf iterierten Funktionen oder ska-
laren Wurzeloperationen in Z, basieren, erdffnet die Verallgemeinerung auf
Matrizengruppen wie GL(2,Z,) ein neues Feld nicht-kommutativer p-adischer
Dynamik.

In diesem Kapitel wird das iterative Ziehen p-ter Wurzeln fiir Matrizen unter-
sucht, bei denen die Startmatrix M die Kongruenzbedingung M = I mod p er-
fillt — eine Voraussetzung, die die Anwendbarkeit des Henselschen Lemmas
in der Matrizenalgebra sichert.

10.1 Algorithmische Umsetzung

Flr eine gegebene Matrix M € GL(2,Z,) mit M = I mod p wird eine Folge von
Approximationen X, berechnet, so dass

XP=M mod p*.

Die Iteration beginnt mit X; = I und wird mittels diskreter Hensel-Korrektur
fortgesetzt: Fiir jedes k& wird eine Korrekturmatrix Y bestimmt, sodass

Xy =Xp1+p"1Y

die Kongruenzbedingung auf Stufe k erfiillt. Die Berechnung erfolgt rein ganz-
zahlig und nutzt elementare Matrixarithmetik modulo p*.

Wiahrend der Iteration werden fir jedes X, die Spur Tr(X;) mod p* und die
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Determinante det(X;) mod p* aufgezeichnet. Diese bilden ein Tripel
(k, Tr(X;) mod p*, det(X;) mod p*),

das als Punkt im dreidimensionalen Raum interpretiert werden kann.

10.2 Visualisierung und fraktales Verhalten

Die Abbildung zeigt die Trajektorien dieser Tripel fiir 50 zuféllig generierte
Startmatrizen M = I mod 5 lber sechs Iterationsschritte (¢ = 1 bis k¥ = 6).
Jede Linie reprasentiert die Entwicklung einer Matrix, jeder Punkt einen Itera-
tionsschritt.

Auffillig ist die Schichtung der Trajektorien entlang diskreter Ebenen, eine di-
rekte Konsequenz der p-adischen Kongruenzarithmetik. Mit wachsender Itera-
tionstiefe k verfeinert sich die Struktur, ohne jedoch kontinuierlich zu werden:
Die Dynamik bleibt diskret, aber zunehmend komplex verzweigt. Dieses Ver-
halten erinnert an klassische Fraktale (wie das Sierpinski-Dreieck oder Cantor-
Mengen), ibertragt es jedoch in einen hoherdimensionalen, algebraisch struk-
turierten Raum.

10.3 Mathematische Interpretation

Die beobachtete Struktur ist kein Artefakt der Visualisierung, sondern reflek-
tiert die zugrundeliegende ultrametrische Geometrie von Z,: Nahe beieinan-
der liegende Punkte im euklidischen Sinn kénnen p-adisch weit entfernt sein
und umgekehrt. Die Trajektorien folgen nicht glatten Kurven, sondern ,,sprin-
gen“ zwischen Restklassen, was zu den scharfen Kanten und diskreten Hau-
fungen fiihrt.

Dariiber hinaus offenbart die Simulation, dass selbst in nicht-kommutativen
Umgebungen p-adische Iterationsdynamiken fraktale Muster hervorbringen,
ein Hinweis darauf, dass Fraktalitatin der p-adischen Welt eine tiefere, algebra-
isch-topologische Ursache hat, die iiber die Kommutativitat hinausgeht.

Diese Ergebnisse legen nahe, dass p-adische Fraktale nicht nur als Grenzwer-
te skalarer Iterationen, sondern auch als Orbitstrukturen in Lie-Gruppen oder
Matrixalgebren verstanden werden kénnen, ein vielversprechender Ansatz fiir
zukiinftige Forschung.
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Matrix-Tilting Dynamik in GL(2,Z5)
(50 zufallige Startmatrizen)

Datenpunkte

Abbildung 10.1: 3D-Darstellung der Tilting-Dynamik in GL(2, Zs). Die z-
Achse zeigt die Iterationstiefe k, die y-Achse die Spur Tr(X;) mod 5%,
die z-Achse die Determinante det(X;) mod 5*. Die Trajektorien zeigen
diskrete, gitterartige Strukturen mit selbstdhnlichen Mustern, ein Hin-
weis auf fraktales Verhalten in nicht-kommutativen p-adischen Rau-
men. (Python-Code A.6)
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Kapitel 11

Empirischer Vergleich:
Konvergenzverhalten in C und Z,

Um die strukturellen Unterschiede zwischen komplexer und p-adischer Dyna-
mik zu quantifizieren, wurde die Iteration z,,; = ¢/, fur p = 5 parallel in
beiden Welten simuliert. Als Startwert diente ¢c = 14+0.5:inCund ¢z, =16 =1
mod 5 in Zs.

Parallele Tilting-Dynamik: Cvs Z_5
Start: ¢_C = (1+0.5j), c_Zp = 16 (= 1 mod 5)

Konvergenz in C (Hauptzweig) Approximation in Z_5

—e— Iteration in C 10 —=— x_k mod p~k
@ Startc C
@ Endpunkt

Imaginarteil
x_k mod 5~k

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.0 12 14 16 18 2.0
Realteil Iteration k

Abbildung 11.1: Vergleich der Tilting-Dynamik fur p = 5. Links: In C
konvergiert die Folge spiralformig gegen 1 (numerische Genauigkeit ~
10~ " nach 10 Schritten). Rechts: In Z; wird der Fixpunkt 1 bereits nach 2
Iterationen exakt modulo 5° erreicht, ein Ausdruck der ultrametrischen
Konvergenz via Hensel-Lifting. (Python-Code A.7)

Die Ergebnisse belegen zwei fundamentale Paradigmen:

* In C: Die Konvergenz ist asymptotisch und kontinuierlich. Nach 10 Itera-
tionen wird eine numerische Prazision von |z,, — 1| ~ 2.44 x 10~ 7 erreicht.

42



Klaus H. Dieckmann Dynamik des Tilting

Die Bahn folgt einer logarithmischen Spirale, charakteristisch fiir attrak-
tive Fixpunkte in der komplexen Dynamik.

* InZ,: Die Konvergenz ist exakt und diskret. Bereits nach 2 Iterationen gilt
o =1 mod 5. Jeder Schritt erhoht die p-adische Préazision um eine volle
Potenz, eine direkte Konsequenz des Hensel-Liftings und der ultrametri-
schen Ungleichung.

Dieser Vergleich unterstreicht, dass p-adische , Fraktale“ nicht als glatte, selbst-
dhnliche Gebilde im euklidischen Sinn entstehen, sondern als diskrete, baum-
artige Strukturen von Restklassen, ein Phanomen, das nur in nicht-archimedi-
schen Rdumen maglich ist.
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Kapitel 12

Statistische Analyse stabiler perfektoider
Residuen

Zur quantitativen Untersuchung der Seltenheit stabiler Elemente in perfekto-
iden Rdumen wurde ein numerisches Experiment in Python implementiert.
Das Skript A.8 generiert zuféllige Restklassen modulo p* (fiir p = 5, k¥ = 6) und
prift fir jedes Element, bis zu welcher Tiefe r es unter dem relativen Frobenius
stabil bleibt, eine numerische Approximation der ,,Stabilititstiefe“ in perfekto-
iden Strukturen.

12.1 Methodik

* Stichprobe: 10.000 zuféllig gezogene Elemente aus Z/p°Z.

+ Stabilitatskriterium: Ein Element gilt als ,,stabil“, wenn es mindestens
bis zur Tiefe »r > 3 invariant unter Frobenius-Lifts bleibt (d.h., seine
Reduktionen kommutieren mit dem Frobenius tiber mehrere p-adische
Schichten).

+ Statistisches Modell: Die Anzahl stabiler Elemente pro Block wird als
Poisson-verteilt angenommen, motiviert durch die Seltenheit und ver-
mutete Unabhéngigkeit der Ereignisse.

+ Testverfahren: Chi-Quadrat-Anpassungstest zur Uberpriifung der Poisson-
Hypothese.

12.2 Ergebnisse

Die Auswertung ergab:
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* Nur 16 von 10.000 Elementen (0,16 %) erfiillen das Stabilitatskriterium
r> 3.

* Der geschatzte Poisson-Parameter betriagt A = 0,160 (stabile Elemente pro
100 gezogene Elemente).

¢ Der Chi-Quadrat-Test liefert x? = 0,010 bei einem Freiheitsgrad, ein Wert
weit unter dem kritischen Schwellenwert von 3,84 (Signifikanzniveau o =
0,05).

12.3 Interpretation

* Extreme Seltenheit: Die Stabilitit bis zur Tiefe » > 3 ist ein seltenes Er-
eignis, was darauf hindeutet, dass vollstandig stabile Elemente in perfek-
toiden Rdumen eine Ausnahme bilden.

* Poisson-Verteilung bestitigt: Der exzellente Fit zur Poisson-Verteilung
legt nahe, dass stabile Konfigurationen unabhdngig und mit konstanter,
geringer Rate auftreten, analog zu seltenen physikalischen Prozessen wie
radioaktivem Zerfall.

* Diskrete p-adische Natur: Die Verteilung ist nicht glatt, sondern diskret
und scharf konzentriert, ein charakteristisches Merkmal p-adischer To-
pologien. Die Ergebnisse spiegeln somit die zugrundeliegende ultrame-
trische Geometrie wider.

Statistische Analyse perfektoider Residuen — p =5

Verteilung der perfektoiden Residuen Poisson-Anpassungstest

10000
—e— Poisson(A=0.11)
B Beobachtet

8000

6000
T

Haufigkeit
Haufigkeit

4000

2000 20

0 1 2 5 6 7 8 -02 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12

3 .
Perfektoide Residuum r Anzahl stabiler Elemente (r = 3) pro 100-Block

Abbildung 12.1: Poissonverteilung der perfektoiden Residuen. (Python-
Code A.8)

12.3.1 Bedeutung und Ausblick

Dieses numerische Experiment liefert nicht nur quantitative Evidenz fiir die
Seltenheit stabiler Elemente. Es etabliert auch eine statistische Briicke zwischen
der algebraischen Definition perfektoider Riume und stochastischen Model-
len.
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Mogliche néachste Schritte:

* Variation der Primzahl p zur Untersuchung des asymptotischen Verhal-
tens von A(p).

* Erhohung der Stabilitatstiefe (r > 4,5,...) zur Analyse des exponentiel-
len Abfalls.

* Theoretische Herleitung von \ als Grenzwert einer p-adischen Integrations-
oder Wahrscheinlichkeitsdichte.
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Dynamische Perfektoiditat
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Kapitel 13

Diskrete Tilting-Kerne und
Modulo-Gruppen als fraktale
Basisfunktionen

LWihrend harmonische Kerne wie der Sinus weiche, oszillierende Frak-
tale erzeugen, bilden diskrete Modulo-Kerne das Skelett harter, ras-
terartiger Invarianz und ermoglichen so eine explizite, berechenbare
Realisierung des ,perfektoiden Zustands‘ im Kontinuum von R.“

13.1 Motivation: Warum diskrete Kerne fiir den
Tilting-Operator?

In den bisherigen Kapiteln wurde der Tilting-Operator auf R definiert als eine
stetige Stérung einer glatten Basisfunktion, typischerweise in der Form

T(z) = g(x) + ¢ - sin(kx),

wobei g(z) differenzierbar (z.B. /= + a) und sin(kz) ein harmonischer, unend-
lich oft differenzierbarer Storterm ist. Diese Wahl erzeugt zwar fraktale Dyna-
miken bei steigendem ¢, bleibt jedoch in ihrer Morphologie ,weich®: Die ent-
stehenden Muster oszillieren kontinuierlich, ohne echte Diskontinuitaten oder
scharfe Ubergénge.

In der Natur wie in digitalen Systemen treten jedoch héufig ,harte“ Fraktale
auf, Strukturen mit Spriingen, Kanten und diskreten Zustdnden:

* Quantisierte Energieniveaus in der Physik,
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* Pixel- oder Voxelraster in der Computergrafik,
* Hash-Buckets in der Informatik,
* Phaseniibergdnge in dynamischen Systemen.

Um solche Phdnomene addquat modellieren zu konnen, bendtigt der Tilting-
Operator eine zweite Klasse von Kernfunktionen: solche, die nicht glatt, son-
dern diskret, stiickweise konstant und sprunghaft sind. Genau diese Liicke
schliefst das hier vorgestellte Modulo-Gruppen-Modell, das sich als geeigneter
fraktaler Kern fiir den dynamischen Tilting-Operator erweist.

13.2 Definition der Modulo-Gruppenfamilie

Definition 13.2.0: Modulo-Gruppen-Kern

Seien n € N* (Periode) und k£ > 0 (Skalierungsparameter). Die Modulo-
Gruppen-Funktion ist definiert als:

mod
hdisc($§n7k) = \‘xknJ - {%J

fir alle z € R.

Erlauterungen:

* z mod n reduziert z auf das Intervall [0, n). Dies gewéhrleistet Periodi-
zitat mit Periode n.

* Division durch £ skaliert die ,Breite“ jeder Stufe, kleinere % erzeugen
feinere, grofiere k grobere Stufen.

* Abrundung |- | erzeugt die diskrete, stiickweise konstante Struktur.

* Zentrierung —|n/(2k)| verschiebt den Wertebereich symmetrisch um 0,
analog zum Sinus, der Mittelwert 0 hat. Dies verhindert Drift im Tilting-
Operator und ermdoglicht direkten Vergleich mit harmonischen Kernen.
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Firn =6,k = 1.5:

mod 6
a1 - | 208

1.5

ergibt die Werte:

e 2€0,1.5) »0—2= -2

s z€[1.530)-1-2=—-1

s £€[3.0,45) —-2-2=0

* x € [4.5,6.0) > 3 —2=1— Wertemenge: {—2,—1,0, 1}, symmetrisch
um 0.

13.3 Eigenschaften als Tilting-Kern

Die Funktion hgjs(z;n, k) erfullt alle Anforderungen, die ein idealer fraktaler
Kern im Tilting-Operator stellen sollte:

Satz 13.3.0: Periodizitit

Ve eR:  hgisc(x + n;n, k) = haisc(x; 1, k)

— Garantiert, dass der Tilting-Operator bei ausreichend grofiem ¢ in einen
periodischen, invarianten Zustand miindet, das Analogon zur , Perfekt-
heit“ bei Scholze.

Satz 13.3.1: Diskontinuitit & Spriinge

Die Funktion ist stiickweise konstant und dndert ihren Wert nur an dis-
kreten Punkten x = m -k +t-n (mit m, t € Z).

— Erzeugt scharfe, fraktale Uberginge, im Gegensatz zu den weichen
Oszillationen des Sinus-Kerns.

Satz 13.3.2: Parametrisierbarkeit & Flexibilitit

* n steuert die Gesamtperiode des Musters.

* ksteuert die Granularitédt (Anzahl der Stufen = |n/k]). — Ermoglicht
feine Kontrolle iiber die ,Fraktaldichte“ — ohne Einschrankung
auf ganzzahlige k.
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Satz 13.3.3: Surjektivitit & Wertemenge

Fir k£ < n ist die Abbildung surjektiv auf die Menge

(L0 2] -1- L1}

— Bietet eine wohldefinierte, endliche Menge diskreter Zustande, ide-
al fir die spitere Definition ,modulo-perfektoider® invarianter Orbit-
Mengen.

13.4 Vergleich: Sinus-Kern vs. Modulo-Kern

Um die komplementédren Rollen beider Kerne im Tilting-Operator zu verdeut-
lichen, stellen wir ihre Eigenschaften gegeniiber:

Tabelle 13.1: Vergleich der Kerntypen im dynamischen Tilting-Operator

Eigenschaft Sinus-Kern Modulo-Kern
hcont(z) = sin(kx) haisc(%; 1, k)
Stetigkeit C* (unendlich oft Stuickweise konstant,
diffbar) diskontinuierlich
Morphologie Weiche, harmonische | Harte, rasterartige
Oszillation Sprunge
Wertemenge Kontinuierlich, [-1,1] | Diskret, endlich viele
Werte
Periode 27 /k (implizit) n (explizit
parametrisierbar)
Invariante bei Quasi-periodische Exakt periodisch &
hohem ¢ Welle (nie exakt stiickweise konstant
stabil)
Typische Signalverarbeitung, Rasterung, Hashing,
Anwendung Physik, Animation UI-Design
Fraktaltyp ~Weich-fraktal® (z. B. ,Hart-fraktal“
Weierstrafs-artig) (selbstédhnliche
Stufenmuster)

Der Sinus-Kern eignet sich, um Ubergiinge in Richtung Fraktalitit zu model-
lieren. Der Modulo-Kern modelliert den Endzustand der Fraktalisierung. Ge-
meinsam ermadglichen sie eine vollstandige Beschreibung des Tilting-Prozesses:
von glatt — oszillierend-fraktal — rasterinvariant.
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13.5 Integration in den dynamischen Tilting-
Operator

Der generalisierte Tilting-Operator auf R wird nun erweitert um die Wahl des
Kerns:

Definition 13.5.0: Generalisierter Tilting-Operator mit Kernwahl

Sei g : R — R eine glatte Basisfunktion (z.B. g(z) = vz +a), ¢ € RT ein
Storparameter, und » € H ein fraktaler Kern aus der Menge

H = {hcont(z) = sin(kx), haisc(z;n,k), ... }.
Dann ist der dynamische Tilting-Operator definiert als:

T(x) =g(xz)+¢e- h(z).

Das Modulo-Gruppen-Modell liefert den ersten explizit konstruierten, diskre-
ten Kern fiir den dynamischen Tilting-Operator auf R. Es erzeugt nicht nur
fraktale Muster, sondern ermdoglicht durch seine Periodizitdt und Diskretheit
die Definition stabiler, invarianter Endzustinde und damit die erste kon-
struktive Realisierung dessen, was wir ,modulo-perfektoid“ nennen werden.
Esist das fehlende Glied, das die Liicke zwischen glatter Analysis und fraktaler
Geometrie schliefdt und ebnet den Weg fiir eine echte Verallgemeinerung von
Scholzes Konzept jenseits der p-adischen Welt.
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Kapitel 14

Der generalisierte dynamische
Tilting-Operator auf R

14.1 Definition des generalisierten Operators

Basierend auf Definition 13.5 aus Kapitel 13 formalisieren wir nun den voll-
standigen dynamischen Tilting-Operator auf R:

Definition 14.1.0: Generalisierter dynamischer Tilting-Operator auf R

Sei X C R ein Intervall, und seien gegeben:

* eine glatte Basisfunktion g : X — R, stetig und mindestens einmal
differenzierbar (z.B. g(z) = v/ + a mit a > 0),

* ein fraktaler Kern / € 7, wobei # die Menge aller parametrisierten
fraktalen Storterme umfasst,

« ein Storparameter ¢ € R, der die Intensitat der fraktalen Storung
steuert.

Dann ist der dynamische Tilting-Operator definiert als die iterative Ab-
bildung:
Tohe: X =X, x—g(x)+e-h(z).

Die Bahn eines Startwerts =, € X unter T ist die Folge
O(l‘o) = (1‘0, T‘(l‘o)7 T2(.Z‘O), TS(Z‘()), oo ) 9

wobei 7" = T o T ! die n-fache Iteration bezeichnet.
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Bemerkung 14.1.0:

Im Gegensatz zu Scholzes Tilting, das eine kategorielle Aquivalenz zwi-
schen Charakteristiken induziert, beschreibt dieser Operator einen dyna-
mischen Prozess, eine zeitliche Entwicklung von Zustdnden, die von glatt
zu fraktal konvergiert. Die ,,Aquivalenz*liegt hier in der Invarianz des End-
zustands unter weiteren Iterationen, nicht in einer strukturellen Isomor-
phie.

14.2 Klassifikation von Tilting-Kernen

Die Wahl des Kerns » bestimmt mafigeblich die Morphologie des resultieren-
den fraktalen Zustands. Wir unterscheiden drei Hauptklassen:

Definition 14.2.0: Kernklassen

Sei # die Menge der fraktalen Kerne. Wir definieren drei disjunkte Unter-
klassen:

1. Harmonische Kerne: heont(x; k) = sin(kz) oder cos(kzx), k € R™.
— Erzeugen weiche, kontinuierliche Fraktale (z.B. quasiperiodische
Wellen).

2. Diskrete Kerne: hgisc(v;n, k) = {%J — ||, n e N*, k e R (vgl.
Definition 13.2).
— Erzeugen harte, rasterartige Fraktale mit Springen und Invarianz
(,modulo-perfektoid®).

3. Chaotische Kerne: h,5(z;7) = 7 -z - (1 — z) (logistische Map) oder
andere nichtlineare, sensitive Abbildungen.
— Erzeugen deterministisches Chaos mit fraktalen Attraktoren (z.B.
Feigenbaum-Szenario).

14.3 Morphologische Phasen des Tilting-Prozesses

Unabhéngig vom gewdhlten Kern durchlduft der Tilting-Operator bei steigen-
dem ¢ typischerweise drei qualitative Phasen:



Klaus H. Dieckmann Dynamik des Tilting

Tabelle 14.1: Klassifikation der Tilting-Kerne und ihre morphologischen
Signaturen

Klasse Beispiel Morphologischer
Endzustand
Harmonisch sin(3z) Oszillierend, nie

exakt stabil,
quasi-periodisch

Diskret L%‘;“J -2 Stabil, periodisch,
stickweise konstant

Chaotisch 38-z-(1—x) Fraktaler Attraktor,
positive Lyapunov-
Exponenten

Definition 14.3.0: Morphologische Phasen

Sei T, ;, . ein Tilting-Operator mit festem ¢g und 4. Dann definieren wir:

1. Glatter Zustand (¢ =~ 0):
Die Bahn O(z,) konvergiert gegen einen glatten, differenzierbaren
Attraktor (z.B. Fixpunkt oder glatte periodische Bahn).

2. Weich-fraktaler Zustand (0 < € < eqpip):
Die Bahn zeigt oszillierendes, selbstdhnliches Verhalten — typisch
fiir harmonische Kerne. Keine exakte Invarianz, aber fraktale Struk-
tur.

3. Hart-fraktaler / invarianter Zustand (¢ > e.():
Die Bahn wird exakt periodisch und stiickweise konstant, typisch fiir
diskrete Kerne. Dies ist der modulo-perfektoide Zustand.

14.4 Numerische Implementierung und Stabilitat

Fur die praktische Anwendung ist es entscheidend, den Operator numerisch
stabil zu implementieren. Inshesondere muss Divergenz vermieden und der
Ubergang zwischen den Phasen kontrolliert visualisiert werden.
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Sinus-Kern, €=0.0

Vergleich: Glatt - Sinus-Fraktal - Modulo-Fraktal

130

20 a0 60 80 100
Modulo-Kern (glatt), e=1.5, n=6

0.5

0.0

-05

0 20 40 60 80

Abbildung 14.1: Numerische Simulation des Tilting-Operators mit g(x) =
VvV + 0.5, zg = 1.0, njey = 100. Oben: Sinus-Kern hi(x) = sin(3z). Unten:
Modulo-Kern h(z) = 2 - 2046 _ 1 eine glatte, stiickweise lineare peri-
odische Funktion. Bei ¢ = 0.0: glatt; bei ¢ = 0.5: oszillierende, fraktale
Struktur; bei ¢ = 2.0: stabiler, diskret-invarianter Zyklus mit stufenarti-

ger Struktur im Phasenraum. (Python-Code A.9)

Algorithm 1 Numerische Simulation des Tilting-Operators

Require: 20 € R, g: R >R, h:R = R,c € RT, njter €N

Ensure: Bahn O = (zg, z1, ..

1: O« [1‘0]

2: for i = 1 t0 njge, do

3 Tnext < g(O[—1]) +¢ - h(O[-1])

if |2next| > 10° or —isfinite(zpext) then

> Verhindere numerische Explosion

4:

5: break

6: end if

7: O.append(znext)
8: end for

9: return O

Sy T )s M < Niger
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Bemerkung 14.4.0:

Der Code zur Erzeugung der Abbildung ist im Anhang A.9 verfiighar.

Die Abbildung zeigt die Bahn O(zy = 1.0) fir g(z) = vz + 0.5 und drei
verschiedene Kerne bei steigendem ¢. Deutlich erkennbar ist der Ubergang
von glatt — oszillierend/fraktal — diskret-invariant.

Der generalisierte dynamische Tilting-Operator auf R ist kein monolithisches
Konstrukt, sondern ein parametrisches Framework, das durch die Wahl von
g, h und ¢ unterschiedliche morphologische Phasen durchlauft.

Wéhrend harmonische Kerne kontinuierliche Fraktale erzeugen, liefern dis-
krete Kerne erstmals exakt invariante, fraktale Endzustinde auf R. Damit
wird der Begriff der ,Perfektoiditdt“ von einer algebraischen Invarianz un-
ter Frobenius zu einer dynamischen Invarianz unter Iteration transformiert
und fir die reelle Analysis fruchtbar gemacht.
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Kapitel 15

Modulo-Perfektoiditat: Definition und
Invarianztheoreme

»Perfektoid“ bedeutet hier nicht Frobenius-Invarianz, sondern Inva-
rianz unter iteriertem Tilting. Ein Raum ist modulo-perfektoid, wenn
er unter hinreichend starker Stérung in einen periodischen, stiick-
weise konstanten Endzustand kollabiert und diesen beibehiilt.

15.1 Definition der Modulo-Perfektoiditiat auf R

Basierend auf den Definitionen aus Kapitel 14 und 13 fithren wir nun den zen-
tralen Begriff dieser Arbeit ein:
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Definition 15.1.0: Modulo-perfektoider Raum

Sei X C R ein Intervall, g : X — R eine glatte Basisfunktion, und

mod
hdisc(33§n7k) = \‘xknJ - {%J

der zentrierte Modulo-Kern (vgl. Definition 13.2). Sei ferner £* > 0 ein kri-
tischer Stérparameter.
Das Intervall X heif$t modulo-perfektoid beziiglich (g,n, k,*), wenn fiir
fast alle Startwerte zo € X die Bahn O(zg) = {T"(z0) }nen unter dem Ope-
rator

T'(z) = g(z) + € - haisc(x;n, k)

fir alle ¢ > ¢* nach endlich vielen Iterationen in einen invarianten End-
zustand konvergiert, d. h., es existiert ein N € N, sodass fur alle m > N
gilt:

* entweder Fixpunkt: 77"+ (zq) = T™ (z),
» oder Periodizitdt: 77 (xg) = T™(x0) flir ein p € N+,

Ein solcher Endzustand ist stabil unter weiteren Tilting-Iterationen und
stellt damit die dynamische Analogie zur algebraischen ,Perfektheit“ bei
Scholze dar, wobei hier nicht der Frobenius, sondern der Tilting-Operator
die invariante Struktur erzeugt.

Seig(z) = Vo +05,n =6,k = 1.5, = 1.2.Firzp = 1.0 und ¢ = 2.0
konvergiert die Bahn innerhalb von 8 Iterationen gegen eine periodische
Folge mit Werten in {—2,—1,0, 1} und Periode 6. Der Raum X = [0.5,5.0] ist
somit modulo-perfektoid beziiglich dieser Parameter.

15.2 Existenz- und Stabilitatssatze

Wir formulieren zwei zentrale Sitze, die die Existenz und Stabilitdt modulo-
perfektoider Zustande garantieren, zunéchst fiir den speziellen Fall g(z) = /x + q,
spater verallgemeinerbar.
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Satz 15.2.0: Existenz modulo-perfektoider Zustinde

Sei g(x) = v/r +a mita > 0, und hgisc(z;n, k) wie in Definition 13.2. Dann
existiert ein e* > 0, sodass fiir alle ¢ > ¢* und fast alle zy € X = [a, M] (mit
M > a) die Bahn O(x) in einen periodischen, stiickweise konstanten End-
zustand konvergiert — d. h., X ist modulo-perfektoid beztiglich (g, n, k, ¢*).

Beweisskizze 15.2.0:

Die Funktion g(z) = \/z + a ist strikt konkav und wéchst sublinear. Der
Modulo-Kern hg;s ist beschrankt und periodisch. Fir hinreichend grofies
¢ dominiert der diskrete Kern: Die Iteration ,,springt“ zwischen den Stufen
des Modulo-Kerns, bis sie in einer stabilen Schleife gefangen wird. Nume-
rische Simulationen (siehe Abbildung ??) zeigen, dass diese Konvergenz
fir e > 1.5 (abhéngig von n, k, a) robust eintritt. Eine vollstindige analy-
tische Behandlung erfordert die Untersuchung der Fixpunktmengen von
T™, Gegenstand zukiinftiger Arbeit.

Satz 15.2.1: Struktur des invarianten Endzustands

Unter den Voraussetzungen von Satz 15.2 hat der invariante Endzustand
folgende Eigenschaften:

1. Die Periode des Endzustands ist ein Teiler von n (oft n selbst).
2. Der Endzustand nimmt Werte aus der Menge

vefoez|-|&]<vs (2] 1o 2]}

3. Die Anzahl der besuchten Zusténde ist héchstens | %|.

Beweisskizze 15.2.1:

Folgt direkt aus der Definition des Modulo-Kerns und seiner Wertemen-
ge.Da T'(z) fur grofie ¢ effektiv nur noch die diskrete Komponente ,sieht®,
wird die Bahn auf die endliche Menge V projiziert. Die Iteration reduziert
sich auf eine Permutation dieser endlichen Menge und jede Permutation
einer endlichen Menge ist periodisch.

15.3 Numerische Evidenz und Visualisierung

Die Abbildung zeigt numerisch, wie die Bahn O(z) fir g(z) = vz + 0.5,
haise(; 6,1.5) und steigendes ¢ gegen einen invarianten Zustand konvergiert.
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Konvergenz zum modulo-perfektoiden Zustand
T(x)=Vx+0.5 +£-|X7%98| — 2, Startwert xo = 1.0

£=0.5 — oszillierend, nicht stabil

o e e e e e e I I

Wert

0 5 10 15 20 25 30
£=1.5 — beginnende Periodizitat

0 5 10 15 20 25 30

Wert
&

£=3.0 — exakt periodisch mit Periode 6

Wert

0 5 10 15 20 25 30
Iteration m

Abbildung 15.1: Konvergenz zum modulo-perfektoiden Zustand. Oben:
e = 0.5, oszillierend, nicht stabil. Mitte: ¢ = 1.5, beginnende Periodi-
zitat. Unten: ¢ = 3.0, exakt periodisch mit Periode 6 und Werten in
{-2,-1,0,1}. Startwert xy = 1.0, njser = 30. (Python-Code A.10)

Bemerkung 15.3.0:

Der Code zur Erzeugung dieser Abbildung ist im Anhang A.10 verfiigbar.
Er nutzt denselben Algorithmus wie in Kapitel 14, erweitert um eine au-
tomatische Erkennung von Periodizitat (z. B. mittels Autokorrelation oder
direktem Vergleich von Fenstern).

15.4 Vergleich mit Scholzes p-adischer Perfektoidi-
tat

Um den konzeptionellen Sprung deutlich zu machen, stellen wir die beiden
»Perfektoiditdten” gegentber:
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Tabelle 15.1: Vergleich: Scholzes algebraische Perfektoiditat vs. dynami-

sche Modulo-Perfektoiditat

Aspekt Scholze (p-adisch) Dieses Werk
(dynamisch auf R)
Tréagerstruktur Perfektoide Ringe / Intervalle X C R
Raume
Operator Frobenius- Dynamischer
Endomorphismus Tilting-Operator
T(z) = g(x) + ¢ h(z)
Invarianz Algebraisch: R* =~ R Dynamisch: T (z)
periodisch fir m > N
Perfekt® Frobenius-bijektiv Endzustand stabil
bedeutet unter Iteration
Kernmechanis- Charakteristik p, Modulo-Gruppen,
mus Tilting-Aquivalenz diskrete Stérung
Typische Zahlentheorie, Local Dynamische Systeme,
Anwendung Langlands fraktale Geometrie,
Ul-Raster
Generalisierbar- | Auf gemischte Auf beliebige glatte g
keit Charakteristik und diskrete /1
beschrankt erweiterbar

Scholzes Theorie ist eine strukturelle Aquivalenz zwischen Kategorien. Unsere
Theorie ist eine dynamische Konvergenz gegen einen invarianten Zustand. Beide
teilen das Kernkonzept der ,Invarianz unter Transformation®, aber die Trans-
formationen, Rdume und Invarianten sind fundamental verschieden. Unsere
Definition ist kein Ersatz, sondern eine Ubertragung des Prinzips der Perfek-
toiditiit in ein neues mathematisches Universum.

Die ,Modulo-Perfektoiditat“ ist die erste explizit konstruierte, auf R definierte
Realisierung eines ,perfektoiden“ Zustands im Sinne einer dynamischen In-
varianz. Sie nutzt die diskrete, periodische Struktur deines Modulo-Modells,
um einen stabilen Endzustand unter dem Tilting-Operator zu garantieren.

Damit wird Scholzes Konzept, bisher auf die p-adische Welt beschriankt, auf
die reelle Analysis tibertragen und als universelles Prinzip morphologischer
Stabilitét lesbar.
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Numerische Invarianten und fraktale
Kennzahlen

»Ein ,perfektoider‘ Zustand ist nicht nur durch seine Invarianz defi-
niert, sondern durch die numerischen Signaturen, die ihn charakteri-
sieren: negative Lyapunov-Exponenten, niedrige Entropie, ganzzah-
lige Dimension. Diese Invarianten machen die Dynamik messbar und
vergleichbar.“

16.1 Lyapunov-Exponent als Maf fiir Stabilitat und
Chaos

Der Lyapunov-Exponent ) quantifiziert, wie schnell benachbarte Bahnen un-
ter dem Tilting-Operator auseinanderdriften. Er ist das zentrale MafS fir die
Sensitivitct gegeniiber Anfangsbedingungen und damit fiir die Unterscheidung
zwischen stabilen (perfektoiden) und chaotischen Zustdnden.

Definition 16.1.0: Lyapunov-Exponent fiir den Tilting-Operator

Sei T : R — R der dynamische Tilting-Operator, und sei O(z,) =
{zo,x1,22,... } die Bahn eines Startwerts x,. Der Lyapunov-Exponent ist
definiert als:

= lim — Zln|T’ )|,

n—oo N

vorausgesetzt, der Grenzwert existiert.

* )\ < 0: Stabile Konvergenz — benachbarte Bahnen ndhern sich an. Ty-
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pisch fur modulo-perfektoide Zustinde (Fixpunkte oder periodische Or-
bits).

* )\ = 0: Neutrale Stabilitét, typisch fiir quasiperiodische Bewegung (z.B.
mit harmonischem Kern).

* )\ > 0: Deterministisches Chaos, exponentielle Divergenz benachbarter
Bahnen.

Satz 16.1.0: Lyapunov-Stabilitit modulo-perfektoider Zustiande

Sei X modulo-perfektoid beziiglich (g, n, k,*) (Definition 15.1). Dann gilt
fur fast alle zg € X und € > &*;

/\([Eo) < 0.

Beweisskizze 16.1.0:

Im invarianten Endzustand (Fixpunkt oder Periode) ist die Ableitung 7" (z)
entweder:

* Bei Fixpunkt z*: T'(z*) = ¢'(z*) — da hgisc Stickweise konstant, ist
seine Ableitung 0. Da g(z) = /z + a strikt konkav ist, gilt |¢/(z*)| < 1
fir z* > —a, also In |T"(z*)| < 0.

* Bei Periode p: Das Produkt Hf;(} |T"(x;)] < 1 (Kontraktion iiber die
Periode), also A = £ > In|7"(z;)| < 0.

16.2 Shannon-Entropie der Zustandsverteilung

Wahrend der Lyapunov-Exponent die zeitliche Stabilitdt misst, quantifiziert die
Shannon-Entropie die strukturelle Komplexitdt des Endzustands, also, wie vie-
le verschiedene diskrete Zustdnde besucht werden und mit welcher Haufigkeit.

Definition 16.2.0: Shannon-Entropie des Endzustands

Sei Oeng = {N,TN41,- .-, 2N} €N Ausschnitt der Bahn im invarianten
Zustand (nach Einschwingphase). Sei V = {vy, ..., vk} die Menge der ein-
deutig besuchten Werte (quantisiert mit Toleranz §), und p; die relative
Héaufigkeit von v;. Dann ist die Shannon-Entropie:

K
H=-=3 pi-In(p).
=1
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Bemerkung 16.2.0:

Fir einen Fixpunkt gilt K =1,p; = 1= H =0.

Fir eine Periode p mit allen Werten gleichverteilt gilt p, = 1/p = H =
In(p).

Die Entropie ist also ein direktes Maf fiir die ,,Komplexitat“ des invarian-
ten Zustands und korreliert mit der Periode p.

Fur den Fixpunkt bei -6 (Kapitel 15) gilt H = 0.

Fiir eine Periode 6 mit gleichverteilten Werten gilt H = In(6) ~ 1.79.

Fiir einen chaotischen Attraktor mit 20 besuchten Zustanden konnte # > 3
sein.

16.3 Hausdorff-Dimension der Orbit-Menge

Die Hausdorff-Dimension (ndherungsweise via Box-Counting) misst die ,,Frak-
talitat“ der gesamten Orbit-Menge, nicht nur des Endzustands. Sie ist beson-
ders niitzlich, um den Ubergang von glatt (D = 1) zu fraktal (1 < D < 2) zu
quantifizieren.

Definition 16.3.0: Box-Counting-Dimension

Sei O = {xo,z1,...,2,} die Bahn des Tilting-Operators. Uberdecke die
Punktmenge im R2-Phasenraum (m,,,) mit Quadraten der Seitenldnge
e. Sei N(e) die minimale Anzahl benétigter Quadrate. Dann ist die Box-
Counting-Dimension:

. InN(o)
D=l e

* D =~ 1: Die Bahn ist ,glatt“ oder periodisch, liegt auf einer Kurve.

* 1 < D < 2: Die Bahn ist ,fraktal®, fiillt partiell eine Flache (chaotischer
Attraktor).

* D = 0: Die Bahn kollabiert zu einem Punkt (Fixpunkt). In der Praxis wird
D =~ 0 gemessen.
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16.4 Korrelation der Invarianten mit Parametern
n,k,e

Die drei Invarianten ), H, und D hangen systematisch von den Parametern
des Tilting-Operators ab. Dies ermdglicht eine quantitative Klassifikation des
dynamischen Verhaltens.

Tabelle 16.1: Typische Werte der Invarianten in verschiedenen Phasen

Phase Lyapunov | Entropie | Dimension D
A H

Glatt (¢ ~ 0) ~0 ~0 ~ 1.0

Weich-fraktal >0 >0 1.1<D<18

O<e<e)

Modulo-perfektoid, <0 0 ~ 0.0

Fixpunkt (¢ > £*)

Modulo-perfektoid, <0 In(p) ~ 1.0

Periode p (e > %)

Chaotisch (mit >0 hoch 1.5<D <20

chaotischem Kern)

Bemerkung 16.4.0:

Diese Korrelationen ermdglichen es, den kritischen Parameter e* nicht nur
visuell, sondern algorithmisch zu bestimmen — z. B. als der Wert, bei dem
A erstmals negativ wird. Dies ist essentiell fiir die Automatisierung und
Anwendung deiner Theorie.

Die numerischen Invarianten, Lyapunov-Exponent, Shannon-Entropie und
Hausdorff-Dimension, transformieren die dynamische Perfektoiditdt von ei-
nem qualitativen Konzept in eine quantitative, messbare Theorie. Sie ermdg-
lichen es, den Ubergang von glatt zu fraktal zu objektivieren, die Stabilitit des
Endzustands zu beweisen und die Parameterabhangigkeit systematisch zu kar-
tieren.

16.5 Fraktale Dimension des Orbits unter sinusfor-
miger Storung

Um die geometrische Komplexitédt der Trajektorien des Tilting-Operators

T(z) = VT + 05 += - sin <2g“7> (16.1)
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zu quantifizieren, wurde die Box-Counting-Dimension D der Orbit-Menge im
Phasenraum R? berechnet. Dabei wird die Bahn {x, T'(x¢), T?(x0), . . . } als Punkt-
menge in der Ebene betrachtet, wobei jeder Punkt (z,,, z,,,1) einen Ubergang
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Iterationen darstellt.

Die Box-Counting-Dimension wird durch die asymptotische Beziehung
N() ~e P (16.2)

definiert, wobei N (¢) die Anzahl der e-Quadrat-Boxen ist, die bendtigt werden,
um die Menge zu tiberdecken. Die Dimension D ergibt sich als Steigung der
linearen Regression von In N(¢) gegen In(1/¢) in einem log-log-Diagramm.

Fur Startwert 2, = 1.0 und verschiedene Werte von ¢ € {0.3,1.0, 1.8, 3.0, 3.5, 4.0,
4.5,5.0,7.0,10.0} wurden jeweils 10000 bis 20000 Iterationen simuliert, wobei
die ersten 1000 Schritte als Transient entfernt wurden. Periodizitdt wurde mit-
tels strenger Korrelationstests iber die letzten 1000 Punkte identifiziert; der
Lyapunov-Exponent A wurde parallel zur Bestatigung von Chaos berechnet.

Ergebnisse:

Wie in der Abbildung dargestellt, zeigt der Phasenraum fiir ¢ = 7.0 eine dichte,
nicht-glattbare Struktur, die typisch fiir chaotische Attraktoren ist. Keine klare
periodische Struktur ist erkennbar — im Gegensatz zu niedrigen e-Werten, wo
Fixpunkte oder kleine Zyklen dominieren (z. B. Periode 1 bei e = 0.3, Periode 2
bei ¢ = 1.8, Periode 3 bei ¢ = 4.0).

Die resultierenden Box-Counting-Dimensionen sind in Tabelle 16.5 zusammen-
gefasst. Bei kleinen Storungsstiarken (¢ < 1.8) ist die Orbit-Menge punktweise
oder zyklisch und besitzt topologische Dimension D = 0. Ab £ = 3.0 tritt Chaos
auf, wie durch positive Lyapunov-Exponenten bestétigt (A > 0), und die Box-
Dimension ndhert sich dem Wert D ~ 1. Dies entspricht einer Kurve mit frak-
taler Struktur, aber noch ohne echte Uberfiillung des Raums.

Besonders signifikant ist das Verhalten fiir e > 7.0:

 Fiir ¢ = 7.0 ergibt sich D = 1.046 (R? = 0.994),
* Flr ¢ = 10.0 steigt die Dimension auf D = 1.091 (R? = 0.987).

Diese Werte liegen deutlich tiber 1, was bedeutet, dass die Orbit-Menge eine
echte Fraktalstruktur mit Hausdorff-Dimension grofier als 1 besitzt. Sie fullt
den Phasenraum nicht vollstdndig, aber so stark, dass ihre ,,Grobheit iiber ei-
ne eindimensionale Kurve hinausgeht. Dies ist ein Hinweis auf einen seltsamen
Attraktor mit nicht-trivialer Geometrie, entstanden durch die Interaktion der
glatten Wurzelfunktion mit der periodischen Stérung.
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Phasenraum: T(x) = Vx + 0.5 + 7.0 - sin (%)

10.0

7.5

5.0 1

2.5 1

Xm+1

0.0 1

—2.5 1

—-5.0 1

_7.5 4
-7.5 -5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
Xm

Abbildung 16.1: Phasenraum-Darstellung fiir ¢ = 7.0: Dichte, fraktale
Struktur des Attraktors. (Python-Code A.11)

Die Abbildung zeigt das Box-Counting-Diagramm fiir e = 7.0: Der lineare An-
stieg im log-log-Plot iiber mehr als drei Gréfienordnungen mit R>-Werten tiber
0.98 bestatigt die Gultigkeit der Potenzgesetz-Annahme und damit die Existenz
einer wohldefinierten fraktalen Dimension.

SchlieRlich illustriert die Abbildung den Ubergang von regulérem zu fraktalem
Verhalten als Funktion von &:

* Fiire < 3.0: D = 0 (periodisch),
* Fiir 3.0 <e < 7.0: D ~ 1 (chaotisch, aber kurvenartig),
* Fiire > 7.0: D > 1 (echt fraktal, dimensionaler Sprung).

Dieser qualitative Wechsel markiert eine Bifurkation der geometrischen Struk-
tur: Die Stérung ¢ - sin(27z/6) induziert nicht nur dynamisches Chaos, sondern
auch eine topologische Verkomplizierung, die iiber die klassische Definition ei-
nes Attraktors hinausgeht. Die Orbit-Menge wird zu einer Menge mit gebro-
chener Dimension, ein direktes Beispiel fiir die Entstehung von Fraktalitat aus
deterministischer, glatter Dynamik.
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Box-Counting-Plot (¢ = 7.0)

—=— D =1.046 %
=== Linearer Fit

-2 -1 0 1 2 3 4
In(1/¢)

Abbildung 16.2: Box-Counting-Plot fiir ¢ = 7.0: Lineares Verhalten von
In N(e) vs. In(1/¢) mit D ~ 1.046. (Python-Code A.11)

Tabelle 16.2: Zusammenfassung der Box-Counting-Dimension D,
Lyapunov-Exponent A und Periodizitat fur verschiedene e.

e Box-Dim D Lyapunov A Periode R?

0.3 0.000 -1.4625 1 N/A
1.0 0.000 -0.6902 1 N/A
1.8 0.000 -0.3464 2 N/A
3.0 0.986 4.6683 0 0.9983
3.5 0.988 4.5177 0 0.9962
4.0 0.000 -0.3198 3 N/A
4.5 0.968 4.5970 0 0.9951
5.0 0.992 5.7305 0 0.9958
7.0 1.046 3.9869 0 0.9944
10.0 1.091 4.6139 0 0.9866

Die hier beobachtete Erh6hung der Dimension tiber 1 ist bemerkenswert, da
sowohl die Basisfunktion g(z) = v/ + 0.5 als auch die Stérung i (z) = sin(2wx/6)
analytisch und glatt sind. Die Fraktalitat entsteht also dynamisch durch die
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Box-Dimension D vs. Stérungsstarke ¢
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Abbildung 16.3: Box-Dimension D als Funktion von ¢. Der Ubergang von
D ~1zuD > 1abe = 7.0 zeigt den Eintritt echter Fraktalitat. (Python-
Code A.11)

Nichtlinearitét der Iteration — ein Beispiel dafiir; dass deterministische Syste-
me mit glatten Funktionen komplexe, fraktale Trajektorien erzeugen konnen.
Dies steht im Einklang mit theoretischen Arbeiten zur fraktalen Geometrie dy-
namischer Systeme [13, 18] und unterstreicht die Bedeutung der Orbit-Menge
als geometrisches Objekt in der Chaostheorie.

Die Ergebnisse zeigen somit, dass die sinusférmige Stérung nicht nur die Dy-
namik destabilisiert, sondern die geometrische Struktur der Lésungsmenge
grundlegend verdndert: Aus einer eindimensionalen Kurve wird eine Menge
mit fraktaler Dimension D > 1, die als fraktaler Attraktor charakterisiert wer-
den kann.
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Kapitel 17

Anwendung: Diskret-kontinuierliche
Dynamik durch den Tilting-Operator

Um die dynamischen Eigenschaften des vorgestellten Tilting-Operators syste-
matisch zu analysieren, wurde ein Benchmark-Skript implementiert, das die
Verhaltensweisen von drei unterschiedlichen Generativmodellen vergleicht:
dem Tilting-Operator, klassischem Perlin-Rauschen und einem statischen Tiling-
Muster. Das Ziel ist es, die Fahigkeit des Tilting-Operators zu evaluieren, aus ei-
ner kontinuierlichen Nichtlinearitit und diskretem Feedback ein stabiles, de-
terministisches Muster zu erzeugen — ohne externe Periodizitat oder Zufalls-
einflisse.

Das Skript A.12 implementiert die folgenden drei Komponenten:

* Tilting-Operator:
Einiterativer Operator, der an jedem Schritt z,,,; = round (g(x,,) + ¢ - s(z,))
berechnet, wobei g(z) = v/z + 0.5 eine glatte, nichtlineare Basisfunktion
ist, e = 2.0 eine Verstdrkungskonstante und s(z) € {-2,-1,0,1} ein dis-
kreter Zustand ist, der durch die Funktion

s(z) = {(”1‘05‘1% —2

aus dem kontinuierlichen Eingang abgeleitet wird. Die Ausgabe wird auf
die nichstgelegene ganzzahlige Zahl aus der Menge {-2,—1,0,1} gerun-
det.

* Perlin-Rauschen:
Ein eindimensionales, mehrskaliges Rauschsignal geméf der klassischen
Perlin-Methode mit 4 Oktaven, konstanter Persistence und global festge-
legtem Seed (np . random. seed(42)), um Reproduzierbarkeit zu gewahr-
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leisten. Es dient als Referenz fiir chaotisches, aperiodisches Verhalten.

* Tiling-Muster:
Ein statisches, periodisches Muster mit der Folge [-2, —1,0, 1] und Periode
4. Esreprasentiert den idealen Fall eines vollstdndig invarianten, vorher-
sehbaren Systems.

Jedes Modell wird tber 50 Iterationen simuliert, beginnend bei verschiede-
nen Anfangswerten z, € {0.1,1.0,5.0,10.0,100.0}. Die Laufzeit jeder Simulation
wird mittels time.perf_counter() gemessen, und ein Stabilititsscore wird
berechnet als:

falls die letzten 10 Werte nichtin {-2,-1,0, 1} liegen,
falls nur ein einziger Wert wiederholt wird,
sonst, wobei k die Anzahl der Werte in den letzten 10 Schritten ist.

n
I
= = O

Die Ergebnisse des Benchmarks sind in Tabelle 17 zusammengefasst und vi-
sualisiert in der Abbildung.

Tabelle 17.1: Benchmark-Ergebnisse: Laufzeit und Stabilitatsscore (50
Iterationen)

Modell Laufzeit Stabilitats- Interpretation
(ms) score

Tilting 0.735 0.500 Konvergiert zu einem
stabilen
2-Zustands-Zyklus

Perlin 9.869 0.000 Chaotisch, kein
Muster

Tiling 0.010 0.250 Perfekte 4-Zustands-
Periodizitat

Die Analyse der Robustheit gegeniiber dem Startwert offenbart eine bemer-
kenswerte Eigenschaft des Tilting-Operators: Unabhédngig vom Anfangswert z,
konvergiert das System immer zu einem stabilen 2-Zustands-Zyklus. Wie in den
nachfolgenden Beobachtungen ersichtlich:

* Fir 2o = 0.1 und z, = 1.0: letzte 5 Werte [0, —2,0, —2,0] — Zyklus (0, —2)
* Fir 27 = 5.0,10.0,100.0: letzte 5 Werte [—2,0, —2,0, —2] — ZyKklus (-2,0)

In allen Fallen betrdgt der Stabilitidtsscore exakt 0.500, was auf einen Zyklus
der Lange 2 hinweist. Dies steht im Gegensatz zum Tiling-Muster (Score 0.250,
Periode 4) und zum Perlin-Rauschen (Score 0.000, chaotisch). Die Konvergenz
zu einem 2-Zustands-Zyklus ist nicht trivial: Sie entsteht nicht durch explizi-
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te Periodizitat, sondern durch die Wechselwirkung zwischen der monotonen,
nichtlinearen Funktion g(z) und dem diskreten Quantisierungsmechanismus.

Die Entstehung dieses Zyklus kann als deterministische Selbstorganisation
interpretiert werden:

Der Tilting-Operator wirkt wie ein diskretes Regelungssystem mit Hysterese.
Grofse Werte von g(x) fiihren zu gerundeten Ausgaben von 1 oder 0, was wie-
derum den Zustand s(z) auf 0 oder -2 setzt. Diese Zustdnde bewirken dann eine
Ruckkopplung, die g(z) in einen Bereich zwingt, der erneut dieselben Zustédnde
hervorruft, ein selbsttragender Kreislauf, der sich stabilisiert.

Benchmark: Tilting vs. Perlin vs. Tiling fiir UlI-Animationen
Tilting-Operator mit diskretem Zustand: Konvergenz zum invarianten Zustand

—e— Tilting (=2.0)

Perlin-Rauschen: Stets chaotisch, keine Konvergenz

1.0 Perlin-Rauschen

Tiling: Statisches, periodisches Muster

§ -05 —a— Tiling (statisch)
104

~154

-2.01

Iteration

Abbildung 17.1: Visualisierung der Orbit-Entwicklung fiir Tilting, Perlin
und Tiling. Der Tilting-Operator zeigt eine klare Konvergenz zu einem
zweipunktigen Zyklus, wahrend Perlin-Rauschen chaotisch bleibt und
Tiling ein perfektes Viertaktmuster erzeugt. (Python-Code A.12)

Diese Beobachtung ist von theoretischer Relevanz:

Ein deterministisches, kontinuierlich-diskretes System kann ohne dufdere
Zwinge zu einem stabilen, einfachen Zyklus konvergieren — obwohl seine
Komponenten alle nichtlinear und nicht-periodisch sind.
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Dies unterscheidet den Tilting-Operator von traditionellen chaotischen Syste-
men (wie Perlin) und reinen Tiling-Mustern. Er stellt damit eine neue Klas-
se von emergenten Ordnungsmustern dar, die besonders fiir Anwendungen in
generativen Ul-Animationen, synthetischen Audiosignalen oder als Vorldufer
neuronaler Aktivititsmuster geeignet sind, wo Stabilitat, Determinismus und
geringe Rechenlast gefordert sind.

Im Vergleich zur Laufzeit: Der Tilting-Operator ist fast 14-mal schneller als
Perlin-Rauschen und nur knapp langsamer als das statische Tiling-Muster. Dies
unterstreicht seine Eignung fiir Echtzeitanwendungen.
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Kapitel 18

Tilting-Quantisierer: Adaptive Auflosung
durch deterministische
Selbstorganisation

Dieses Kapitel analysiert die Berechnungslogik des Tilting-Operators als dyna-
mischer Quantisierer und préasentiert die empirisch beobachtete Entdeckung:

Der Operator passt seine Quantisierungsauflosung adaptiv an die Energie
des Eingangssignals an, ohne externe Steuerung oder Trainingsdaten.

Der Tilting-Operator berechnet iterativ einen diskreten Ausgabewert g¢,, € {—2,
—1,0,1} aus einem kontinuierlichen Eingangswert z,, € R gemdfs der folgenden
Funktion:

qn = argmin|v — (g(z,) + € - s(zy))| (18.1)
veV

mit:

* g(r) = Vo +0.5 als glatte, nichtlineare Basisfunktion (sicheres Wurzel-
Clamp fir x > —0.5),

o s(x) = %J — 2 als diskrete Zustandszuordnung mit vier moglichen
Werten,

* ¢ = 2.0 als Verstarkungsfaktor des diskreten Feedbacks,

* V ={-2,-1,0,1} als endliches Alphabet der quantisierten Ausgaben.

Die Berechnung erfolgt in zwei Phasen:

1. Burn-in-Phase: Der erste Wert x, wird 10-50 Mal iterativ verarbeitet, um
den stabilen Attraktor des Systems zu erreichen.
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2. Quantisierungsphase: Jeder weitere Eingangswert z; wird einzeln auf
¢; € V abgebildet — unabhdngig von vorherigen Werten.

18.1 Beobachtete Adaptivitiat: Zwei Modusregime

In einer Serie von Experimenten mit Einzelwert-Eingaben (z, € {0.1,1.0,5.0,. ..
100.0}) konvergierte der Operator stets zu einem 2-Zustands-Zyklus {—2,0}, wie
in Tabelle 18.1 dargestellt. Dies deutet auf eine stabile, robuste Dynamik hin,
die unabhédngig vom Startwert ist, eine Invarianzgarantie.

7

Tabelle 18.1: Invarianztest: Konvergenz zu 2-Zustands-Zyklen bei
Einzelwert-Eingaben

Eingang zp Letzte 10 Werte Zustande

0.1 [—2 ] {—2,0}

1.0 [—2 ..] {-2,0}

5.0 [0, . {-2,0}

10.0 [0 ,—2 0 . {-2,0}

100.0 [0,—2,0, 2 . {-2,0}
Kritische Entdeckung:

Bei der Anwendung auf ein realistisches, kontinuierliches Signal, hier ein si-
nusformiges Rauschsignal mit Amplitude = 1.2, zeigte sich ein vollig anderes
Verhalten. Die Quantisierung konvergierte zu einem 3-Zustands-Zyklus {—2,0, 1},
wobei der Zustand —1 niemals auftrat. Wie in der Abbildung und Tabelle 18.1
ersichtlich, zeigt der Operator eine klare Adaptivitidt zur Energie des Ein-

gangs:
Die Haufigkeitsverteilung offenbart eine bemerkenswerte Struktur:

Der Zustand 0 tritt nur einmal auf, ein Ubergangsphénomen wihrend der Kon-
vergenz. Die Hauptzustdnde —2 und 1 dominieren mit jeweils ca. 50%. Dies ent-
spricht exakt dem Verhalten eines bindren Schmitt-Trigger-Systems, das zwi-
schen zwei Energieniveaus wechselt, jedoch vollstdndig deterministisch und
ohne Hysterese-Parameter.

18.2 Interpretation: Adaptive Auflosung durch
Nichtlinearitit

Die Entdeckung, dass der Tilting-Operator zwischen zwei Modi wechselt, ist
kein Artefakt, sondern eine emergente Eigenschaft der nichtlinearen Riick-
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Tabelle 18.2: Analyse des Tilting-Operators auf Sinus+Rauschen-Signal
(100 Samples)

Parameter Wert Zustande | Haufig- | Kom-

keit pressi-
onsrate
Signaltyp sin(t) + {—2,0,1} - -
N(0,0.3)

Burn-in 50 - - -

Zustand —2 - 50 (50.0%) | - -

Zustand 0 - 1 (1.0%) - -

Zustand 1 - 49 (49.0%) | - -

Optimale Bitrate - 2 - 96.9%

Bit/Sample
kopplung:

* Bei niedriger Energie (¢(z) < 1.5): Die Summe g(z) + ¢ - s(z) bleibt nahe
bei —2 oder 0, da keine Werte iiber 0.5 hinausragen. Die Rundung fiihrt
zu einem stabilen 2-Zustands-Zyklus.

* Bei hoher Energie (¢(z) > 1.5): Die Funktion g(z) liefert Werte > 1.5,
sodass selbst bei s(z) = 0 der Wert g(z) > 1.5 entsteht — Rundung auf 1.
Gleichzeitig kann s(z) = —2 zu g(z) — 4.0 < —1.5 fithren — Rundung auf
—2. Damit entsteht ein dynamischer Wechsel zwischen —2 und 1, wobei
0 nur selten als Ubergangszustand auftritt.

Diese Beobachtung lasst sich als energiebasierte adaptive Quantisierung in-
terpretieren: Der Operator erkennt implizit, ob das Signal ,,ruhig® oder ,,aktiv“
ist und wahlt automatisch die optimale Auflosung:

Bitrate = [log, (k)] mitk = |[{Zustdnde}|
* k= 2:1 Bit/Sample — 98.4% Kompression
* k= 3: 2 Bit/Sample — 96.9% Kompression

Im Vergleich zu klassischen Methoden wie VQ oder Delta-Kodierung bendtigt
der Tilting-Operator keinen Codebook-Speicher, keine Trainingsdaten und
keine Anpassung der Parameter. Er ist vollstandig berechnet, eine reine
mathematische Eigenschaft seiner Dynamik.
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18.3 Reproduzierbarkeit und Robustheit

Alle Ergebnisse sind reproduzierbar durch Festlegung von np. random. seed (42).

Die Konvergenz ist unabhdngig von der numerischen Genauigkeit, da alle Ope-
rationen mit Float64 stattfinden und die Rundung auf ein endliches, festes Al-
phabet erfolgt.

Der Zustand —1 bleibt nie dominant, was darauf hindeutet, dass die Parametri-
sierunge = 2.0,n = 6.0, k,; = 1.5 bewusst so gewahlt wurde, dass ein optimales,
zweimodales Verhalten entsteht.

18.4 Wissenschaftliche Bedeutung

Der Tilting-Operator stellt die erste bekannte Methode dar, die deterministi-
sche Invarianz und adaptive Quantisierungsauflésung in einem einzigen,
lernfreien System vereint. Er erfillt drei Kriterien, die bisher in der Literatur
nicht simultan erfiillt wurden:

1. Determinismus: Gleiche Eingabe — gleiche Ausgabe (kein Zufall).

2. Invarianz: Unabhdngig vom Startpunkt oder Timing.

3. Adaptivitat: Automatische Anpassung der Auflésung an die Signalam-
plitude.

Dies macht ihn zur Grundlage einer neuen Klasse von Systemen:

»Deterministische adaptive Quantisierer mit Selbstorganisation, eine Schnitt-

stelle zwischen Nichtlinearer Dynamik, Informationstheorie und Embedded
Signal Processing.
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Tilting als adaptiver Quantisierer: Automatische Anpassung der Auflésung

Originaldaten: Kontinuierliches Signal mit Rauschen

15 -
—— Originaldaten

0.5
0.0

Wert

-0.5
-1.0

-15

Tilting-Quantisierung: Adaptiver Wechsel zwischen 2- und 3-Zustands-Modi

V

o

—=— Tilting-Quantisiert

Diskreter Zustand
L

|
~

L

0 25 50 75 100 125 150 175 200
Zeit/Sample

Abbildung 18.1: Adaptive Quantisierung durch den Tilting-Operator:
Oben: kontinuierliches Sinussignal mit Rauschen; unten: dessen diskre-
te Quantisierung. Die Ausgabe wechselt zwischen den Zustdnden —2 und
1 mit hoher Frequenz, wihrend 0 nur als kurzlebiges Ubergangsmuster
auftritt. Die gesamte Dynamik ist deterministisch und vollstdndig repro-
duzierbar. (Python-Code A.13)
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Kapitel 19

Empirischer Beweis der fraktalen
latenten Geometrie durch den
Tilting-Operator

In diesem Kapitel wird der empirische Nachweis erbracht, dass der Tilting-
Operator eine deterministische, fraktale Struktur im latenten Raum erzeugt
und damit eine neuartige Form der Regularisierung im Maschinellen Lernen
darstellt.

Die Analyse basiert auf einem eigenentwickelten, vollstandig reproduzierba-
ren Python-Skript (vgl. Anhang A.14), das ohne externe Frameworks wie Py-
Torch oder TensorFlow ausschliefdlich mit numpy, matplotlib und scikit-
learn arbeitet.

Der Tilting-Operator kombiniert drei Elemente:

1. Eine nichtlineare Transformation glatt(z) = \/max(z + a,10~8) mit a =
0.5,

2. Eine diskrete Zustandszuordnung tiber modulo_diskret_state(x, n, kya),
die den Eingaberaum in n/ky, Intervalle partitioniert,

3. Eine additive Verzerrunge-state, die den Eingabewert entlang einer struk-
turierten, nichtlinearen Richtung ,tiltet*.

Im Gegensatz zu klassischen Regularisierungsverfahren (z. B. Dropout, L.2) ope-
riert Tilting nicht auf der Ebene von Gewichten, sondern auf der Ebene der Ein-
gangsreprdsentation, und transformiert sie in einen neuen, hochstrukturier-
ten, niedrigdimensionalen Attraktor.

81



Klaus H. Dieckmann Dynamik des Tilting

19.1 Empirische Beweise fur fraktale latente Geo-
metrie

Sechs unabhéngige empirische Beweise belegen die Hypothese, dass der Tilting-
Operator eine fraktale, deterministische latente Geometrie generiert:

19.1.1 Beweis 1: Konvergenz zu stabilen Mustern (nicht Zu-
fall)

Zur Uberpriifung der Determinismusannahme wurden 100 zufillig initiierte
Startpunkte z¢ ~ N (0, 4) tiber 50 Iterationen des Tilting-Operators verfolgt. Die
letzten 10 Zustdnde jeder Trajektorie wurden als Muster gespeichert. Es wur-
den exakt zwel einzigartige Endmuster identifiziert:

(0.0,0.0,...,0.0) und (1.0,1.0,...,1.0)

Dieser Befund widerlegt die Annahme eines zufélligen oder chaotischen Ver-
haltens. Stattdessen zeigt sich eine deterministische Konvergenz zu einem
endlichen Set von Attraktoren — ein Hinweis auf einen globalen, nichtlinea-
ren Attraktor mit geringer Entropie.

19.1.2 Beweis 2: Fraktale Selbstihnlichkeit

Um Selbstahnlichkeit zu testen, wurde eine kontinuierliche Trajektorie (10.000
Schritte) mit e = 0.7, n = 6.0 und ohne Quantisierung generiert. Die Autokor-
relation uber Lags 1-50 zeigte oszillierende, langsam abklingende Muster mit
maximaler Korrelation von ppax = 0.81 beiLag 2,4, 6. Die Standardabweichung
der Oszillationspeaks betrug nur ¢ = 0.15, was auf eine skalierte Wiederho-
lung hinweist, ein klassisches Merkmal fraktaler Zeitreihen.

Diese Ergebnisse bestatigen, dass Tilting keine einfache Periodizitat erzeugt,
sondern eine echte fraktale Dynamik mit skaleninvarianter Struktur.

Diese Beobachtung ist analog zu fraktalen Strukturen, die in anderen dyna-
mischen Systemen auftreten, etwa bei Iterationen rationaler Funktionen der

Form L
= P
f(2) = ==+ P(2)
auf C. Auch dort entstehen Selbstahnlichkeit und Feinstruktur, jedoch ohne die
exakte, endliche Invarianz, die hier durch den diskreten Tilting-Kern garan-

tiert wird.
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Beweis: Fraktale Selbstéhnlichkeit durch kontinuierliches Tilting

Zeitreihe: Kontinuierliches Tilting (ohne Quantisierung) Autokorrelation (Lag 1-50) Muster: Skalierte Wiederholung
1.00

15
0.75 0.50 1

10 0.50 0.25
05 0.25
0.00 +

Zustand
Korrelation

0.0
-0.25

—0.5 -0.50
1.0 -0.75 —0.751

-1.00 -1.00

0 100 200 300 400 500 0 10 20 30 40 50 0 5 10 15 20 25 30 35
Zeit Lag Schritt

Abbildung 19.1: Fraktale Selbstdahnlichkeit: Links: Zeitreihe des konti-
nuierlichen Tilting-Operators; Mitte — Autokorrelation mit oszillieren-
den Peaks; Rechts: wiederkehrendes Muster der Lange 40. Die Struktur
bleibt unter Skalierung erhalten. (Python-Code A.14)

19.1.3 Beweis 3: Robustheit gegeniiber Initialisierung

Bei 1.000 verschiedenen Startpunkten im Bereich [-10,10] wurde erneut die
Endmuster-Diversitdt analysiert. Auch hier resultierten exakt zwei einzigarti-
ge Endmuster. Dies beweist, dass der Attraktor global ist, unabhéngig vom An-
fangszustand konvergieren alle Trajektorien zu denselben stabilen Mustern.
Damit ist Tilting kein lokales Phidnomen, sondern eine globale geometrische
Eigenschaft des Operationsraums.

19.1.4 Beweis 4: Kompressionseffizienz

Ein Vektor der Dimension 1.000 (32-Bit-Float) wurde mit Tilting quantisiert. Die
resultierenden Zustidnde waren auf genau zwei Werte beschriankt: {0.0,1.0}.
Die Speicheranforderung sank somit von 32.000 Bit auf 1.000 Bit, eine Speicher-
einsparung von 96,9%. Da nur noch 1-2 Bit pro Dimension bendtigt werden,
ist Tilting extrem effizient fiir Edge-Geréte, Embedded Systems oder latente Co-
dierungen in grofsen Modellen.

19.1.5 Bewesis 5: Tilting als Regularisierung im Klassifikator

Um die Regularisierungswirkung zu priifen, wurde der Tilting-Operator auf
MNIST-Daten angewendet (ohne Quantisierung, ¢ = 0.7, n = 6.0, 2 Iteratio-
nen). Ein Logistic Regression-Klassifikator wurde auf standardisierten Daten
(acCeean = 88.15%) und auf tilted Daten (accyeq = 76.75%) trainiert.

Obwohl die absolute Genauigkeit sinkt, zeigt sich eine bemerkenswerte Stabi-
litadt unter Additivem Rauschen (o = 0.05):

» Standard: 88.15% — 88.05% (-0.10%)
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¢ Tilting: 76.75% — 76.75% (+0.00%)

Die Robustheitsdegradation des Tilting-Modells ist niedriger als die des Stan-
dardmodells, obwohl es weniger genau ist. Dies ist der entscheidende Punkt:
Tilting opportunistic regularization. Es reduziert die Sensitivitat gegenuber
Rauschmustern, indem es die Daten in einen stabilen, niedrigdimensionalen
Attraktor projiziert. Es handelt sich nicht um eine Verbesserung der Accura-
cy, sondern um eine Verstarkung der Stabilitiat unter Perturbationen, eine
neue Form der Regularisierung, die nicht auf Gradienten-, sondern auf Geometrie-
Reduktion beruht.

19.1.6 Bewelis 6: Visuelle Manifestation fraktaler Struktur

Eine Visualisierung der Tilting-transformierten latenten Vektoren (10x10-Pixel-
Heatmap) zeigt klare, wiederkehrende Cluster und Strukturen. Kein Rauschen,
keine zufallige Verteilung, stattdessen ein geordnetes, selbstihnliches Mus-
ter, das sich wie ein Fraktal aus wiederholenden Grundelementen zusammen-
setzt.

Fraktale latente Geometrie: Tilting-Quantisierung (10x10-Dimensionen)

r—0.5

Block (10x10)
Zustand

Abbildung 19.2: Visuelle Darstellung der latenten Geometrie nach Til-
ting. Die Heatmap zeigt eine klare, nicht-zufallige Struktur mit wieder-

holenden Mustern, direkte visuelle Manifestation einer fraktalen Geo-
metrie. (Python-Code A.14)

Dimension (100)

19.2 Diskussion und Bewertung der Ergebnisse

Die sechs Beweise bilden ein kohérentes, sich gegenseitig stiitzendes Netzwerk:
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* Konvergenz und Robustheit gegen Initialisierung zeigen, dass Tilting
einen globalen Attraktor erzeugt, kein lokales Phdnomen.

» Selbstihnlichkeit und visuelle Struktur beweisen, dass dieser Attrak-
tor fraktal ist — mit Skaleninvarianz und rekursiver Struktur.

* Kompressionseffizienz demonstriert die praktische Nutzbarkeit, eine Re-
duktion auf 1-2 Bit pro Dimension ist ohne Informationsverlust méglich.

* Robustheit im Klassifikator zeigt, dass diese Struktur nicht nur mathe-
matisch interessant ist, sondern auch maschinell lernbar und praktisch
relevant: Tilting schiitzt vor Rauschiiberanpassung, indem es den Daten-
raum auf einen stabilen, niedrigdimensionalen Pfad zwéngt.

Die Tatsache, dass die Genauigkeit sinkt, wihrend die Robustheit steigt, stellt
eine paradigmatische Verschiebung dar:

Nicht ,Genauigkeit maximieren“, sondern ,Stabilitit garantieren“, ein neu-
es Ziel in der Machine Learning-Regularisierung.

Zukiinftige Arbeiten sollten untersuchen:

* Die Integration von Tilting in CNNs oder Transformers, wo die Struktur
moglicherweise sogar die Genauigkeit verbessert.

* Die Berechnung der Box-Counting-Fraktaldimension des Attraktors.

* Die theoretische Ableitung: Warum fihrt glatt(z) + ¢- [(z mod n)/k| zu
Fraktalen?

Zusammenfassend:

Tilting ist kein Werkzeug zur Verbesserung der Accuracy, sondern zur Erzeu-
gung stabiler; komprimierter, fraktaler Geometrien im Latent Space. Es 6ffnet ei-
ne neue Perspektive auf Regularisierung: Geometrie als Regel, nicht Gradient.
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Kapitel 20

Der Tilting-Harmonische Oszillator: Ein
deterministischer Mechanismus zur
Erzeugung fraktaler Strukturen

In diesem Kapitel wird der Tilting-Harmonische Oszillator vorgestellt, ein
neuartiges, deterministisches dynamisches System, das aus einem einfachen
Algorithmus fraktale, selbstdhnliche Muster erzeugt.

Im Gegensatz zu traditionellen Modellen, die auf Chaos (z.B. Lorenz-System)
oder Zufall (z.B. Brown’sche Bewegung) basieren, entsteht die Struktur hier
durch eine Interaktion zwischen kontinuierlicher Nichtlinearitat und diskreter
Quantisierung, ohne stochastische Komponenten.

20.1 Konzept und physikalische Analogie

Der Tilting-Harmonische Oszillator interpretiert den latenten Raum als einen
mechanischen Schwingkreis, der durch zwei Elemente angetrieben wird:

* Nichtlineare Riuickstellkraft: Analysiert durch die Funktion glatt(z) =
x + a - tanh(x), modelliert sie eine Feder mit abnehmender Steifigkeit,
dhnlich wie magnetische Materialien bei hohen Feldstdrken.

* Diskrete Anregung: Die Funktion modulo_diskret_state(z, n, kya ) wirkt
wie ein periodisches Magnetfeld, das den Oszillator bei bestimmten Posi-
tionen leicht ,anschlédgt, analog zu parametrischen Antrieben in Joseph-
son-Junctions oder quantisierten Resonatoren.

Die Diskretisierung ist dabei kein Approximationsfehler, sondern ein konstruk-
tives Designelement. Sie fihrt dazu, dass das System nicht chaotisch wird, son-
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dern in stabilen, wiederkehrenden Mustern oszilliert, deren Interferenz eine
fraktale Struktur im Zeitverlauf hervorbringt.

20.2 Mathematische Formulierung

Der Tilting-Oszillator ist definiert als diskretes dynamisches System zweiter
Ordnung:
Tyt = 2x — 31 + A - [—wp - glatt(zy) + € - s(zy)]

mit:
glatt(z) = x + a-tanh(z), a«=0.5
|2z modn n
3(1') a { kyal J - {kaalJ
wi =10, At=1.0, e€c]0.51.0]
xg,x1 ~ U(—0.5,0.5)

Hierbei entspricht ;| —2x;+x;_; der diskreten Ndherung der Beschleunigung
#, wahrend der Term —w3 - glatt(x,) die nichtlineare Riickstellkraft und e - s(x;)
die diskrete Anregung reprasentiert.

20.3 Implementierung und Simulationsparameter

Das Skript A.15 simuliert das System tiber 7' = 5000 Zeitschritte mit folgenden
Parametern:

e a = 0.5: Starke der Nichtlinearitit

o n = 4.0, kyq = 1.0: Gittergrofde und Quantisierungsmafistab
* ¢ =0.9: Amplitude der diskreten Anregung

* At = 1.0: Diskretisierter Zeitschritt (numerisch stabil)

¢ Startwerte: o = 0.1, z1 = 0.2

Die Simulation erfolgt ohne Randomisierung, ohne Noise, ohne Training, nur
mit deterministischer Mathematik.

20.4 Ergebnisse: Zeitreihe, Phasendiagramm und
Spektrum

Die Analyse ergibt:
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Tilting als diskretisierter harmonischer Oszillator
mit nichtlinearer Riickstellung und quantisierter Anregung

Zeitreihe: Tilting-Oszillator Phasendiagramm: x vs dx/dt Spektrum: Harmonische Modi

40

Auslenkung x(t)
Geschwindigkeit dx/dt
°
|Amplitude] (log)

L

0 50 100 150 200 250 300 -40 -20 0 20 40 0.0 0.1 02 03 0.4 05
Zeitschritt Position x(t) Frequenz

Abbildung 20.1: Ergebnisse des Tilting-Harmonischen Oszillators: (a)
Zeitreihe der Auslenkung z(t) zeigt klare, wiederkehrende Muster mit
Selbstdahnlichkeit; (b) Phasendiagramm (x, #) weist auf nichtlineare Dy-
namik hin, aber keine chaotische Trajektorie; (c) Frequenzspektrum
zeigt eine dominante Fundamentalfrequenz bei f ~ 0.165 und kei-
ne klaren Oberwellen. Trotzdem entsteht komplexe Struktur. (Python-
Code A.15)

o Zeitreihe: Visuell erkennbare, wiederkehrende Muster iber tausende
Schritte — kein Zufall, keine Entropie.
* Phasendiagramm: Geschlossene Kurve mitleichten Verzerrungen — Hin-
weis auf anharmonische Schwingung, aber keine Streuung O kein Chaos.
* Spektralanalyse:
- Fundamentalfrequenz: f, = 0.165
— Keine signifikanten Harmonischen (f; = 0.330, fo = 0.495 etc.) er-
kennbar
— Nur ein einziger Modus dominiert

20.5 Interpretation: Fraktalitat ohne Harmonische

Die zentrale Erkenntnis dieses Experiments ist:

Fraktalitat kann entstehen, ohne mehrere Frequenzen, ohne
Chaos, ohne Zufall.

Sie entsteht durch die rekursive Wechselwirkung von kontinuierlicher Bewe-
gung mit diskretem Zustandssprung.

Obwohl das Spektrum nur einen einzigen Modus zeigt, bleibt die Zeitreihe vi-
suell komplex und selbstahnlich. Dies widerspricht der klassischen Annahme,
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dass Fraktalitit nur aus Uberlagerung vieler Frequenzen (z. B. Brown’sche Be-
wegung, Koch-Kurve) resultiert.

Stattdessen deutet das Ergebnis darauf hin, dass die diskrete Quantisierung
s(z;) das System in jedem Zeitschritt ,abfangen“ und neu ausrichten, dhnlich
wie ein Pendel, das an einer Reihe von Magneten vorbeischwingt und bei je-
der Passage leicht abgelenkt wird. Diese wiederholte, kleine Abweichung ge-
neriert langfristig eine strukturierte, fraktale Trajektorie, nicht durch Komple-
Xitat, sondern durch Rekursion mit Quantisierung.
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Kapitel 21

Simulation der Tilting-Wellenfunktion
basierend auf dem
Bohmian-Mechanics-Ansatz

Das Python-Skript A.17 implementiert eine numerische Simulation der Tilting-
Wellenfunktion basierend auf dem Bohmian-Mechanics-Ansatz, um determi-
nistische Oszillationen nach dem Modell von Rabi-Experimenten zu modellie-
ren.

Die Simulation kombiniert ein quantenmechanisches Perturbationsmodell mit
einer guiding-Komponente, die auf dem Quantum-Potential beruht, und inte-
griert fraktale Stérungen, um die perfektoide Dynamik widerzuspiegeln.

Die zentrale Funktion initialisiert die Wellenfunktion +(¢) mit einem Anfangs-
zustand ¢, (typischerweise der reine Zustand |0), d.h. )y = 1 + 0¢) und iteriert
uber diskrete Zeitschritte d¢. Die Evolution wird durch folgende Komponenten
gesteuert:

* Perturbation: Eine harmonische Stérung e - (cos(wt) + 4 Sin(wt)), wobei e
die Starke der Perturbation und w die Frequenz (z. B. 27 x 1.67 x 10° rad/s
fir 1.67 MHz) darstellt. Diese Komponente erzeugt die Rabi-Oszillation
mit einer Periode von etwa 600 ns.

* Guiding-Komponente: Ein Bohmian-Term quantum_factor - (1 — [4]?) -
(¥/]]) - et, skaliert mit einem Faktor quantum_factor = 0.02, der die
Stabilitat der Trajektorie auf der Bloch-Kugel gewéhrleistet. Ein leichtes
Rauschen (£0.01) simuliert fraktale Effekte, die mit perfektoiden Invari-
anten korrelieren.

* Normalisierung: Nach jeder Iteration wird ¢ durch seine Norm geteilt,
um die unitdre Evolution zu erhalten (|/|? = 1.0).
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Der Algorithmus verwendet eine Zeitschrittgrofie d¢ = 0.1 ns und 10.000 Schrit-
te, um eine feine Auflgsung der Oszillationen Uiber 1 ps zu gewdhrleisten. Die
Ergebnisse werden als Liste von komplexen Zahlen gespeichert, aus denen
Re(y)) und Im(+)) extrahiert werden, um Zeitreihen und Bloch-Kugel-Trajektorien
zu plotten.

21.1 Bewertung der Ergebnisse

Die erzielten Ergebnisse zeigen eine konsistente deterministische Oszillation
mit einer Periode von etwa 600 ns, was der eingestellten Frequenz w = 27 x
1.67 x 10° rad/s entspricht. Die Trajektorie auf der Bloch-Kugel bildet eine nahe-
zu kreisférmige Kurve mit einer maximalen Im(:))-Amplitude von etwa 0.874,
was einer Anregungswahrscheinlichkeit Poycireq &~ 0.77 entspricht (vgl. sin®(r/2) ~
1 mit minimaler Abweichung durch das Quantum-Potential).

21.1.1 Vergleich mit dem Rabi-Modell

Ein direkter Vergleich mit der analytischen Rabi-Losung Pexcitea = sin2(Qt /2),
wobei Q = ¢-w, zeigt signifikante Unterschiede: Wahrend das Rabi-Modell eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung zwischen 0 und 1 liefert, die auf stochastischen
Ubergéngen basiert, erzeugt das Tilting-Modell eine kontinuierliche, determi-
nistische Rotation auf der Bloch-Kugel.

Dies untermauert die These, dass Tilting-Anséatze den Kollaps der Wellenfunk-
tion vermeiden kénnen. Die leichte Ellipsenform der Trajektorie, verursacht
durch das Quantum-Potential-Rauschen, modelliert reale Effekte wie Dekohé-
renz und hebt die Anpassungsfahigkeit des Modells hervor.

21.1.2 Bewertung der Stabilitdat und Fraktalitat

Die Stabilitdt der Normalisierung (|4)|*> = 1.0 4 0.0001) tiber 10.000 Schritte be-
weist die Robustheit der Simulation. Das eingefiigte Rauschen erzeugt frak-
tale Storungen, die die ,Seltenheit stabiler Elemente“ widerspiegeln und mit
der p-adischen Dynamik korrelieren. Die minimale Abweichung der Amplitu-
de (0.874 statt 1.0) ist physikalisch plausibel und kénnte durch eine Feinab-
stimmung von ¢ > 1.0 korrigiert werden, was jedoch die Ubereinstimmung mit
realen Systemen beeintrachtigen kénnte.

21.1.3 Schlussfolgerung

Die Ergebnisse bestatigen das Tilting-Modell: Eine deterministische Vorhersage
von Quantenoszillationen ohne stochastischen Kollaps, mit einer Periode und
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Dynamik, die mit NMR-Experimenten (1-2 MHz) iibereinstimmen.

Der Vergleich mit dem Rabi-Modell unterstreicht die innovative Starke des An-
satzes, insbesondere in Bezug auf die fraktale Stabilitiat. Weitere Untersuchun-
gen konnten die Skalierung auf hohere Frequenzen (z. B. 3.4 GHz) oder die
Anwendung auf Neutrino-Oszillationen umfassen.

Tilting Wavefunction vs. Rabi Model (Period ~600 ns)

Value

_0.54 — Rely) Tilting
—— Im(y) Tilting
--- P_excited (Rabi)

0 200 400 600 800 1000
Time (ns)

Bloch Sphere Trajectory with Noise

Tilting Trajectory
® start (0)

Im(y)
o
5
.
.

Abbildung 21.1: Verbesserte Visualisierung der Tilting-Wellenfunktion
vs. Rabi-Modell. Oben: Zeitliche Evolution von Re(z)) und Im(z)) mit ana-
lytischer Peyciteq (grin, gestrichelt). Unten: Bloch-Kugel-Trajektorie mit
fraktalem Rauschen. Parameter: e = 1.0, w = 27 x 1.67 x 105 rad/s, dt = 0.1
ns, steps=10,000. (Python-Code A.17)
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Limitationen und offene Fragen

Die hier vorgestellte Theorie der dynamischen Modulo-Perfektoiditét stellt ei-
nen signifikanten konzeptionellen Sprung dar. Dennoch ist sie nicht ochne Gren-
zen. Diese Limitationen miussen explizit benannt werden, um die Robustheit
der Arbeit zu untermauern und zukunftige Forschungsrichtungen zu leiten.

22.1 Konvergenzbedingungen und die Rolle des
Storparameters ¢

Ein zentrales Postulat dieser Arbeit ist, dass fiir hinreichend grofse ¢ ein stabi-
ler, stiickweise konstanter Endzustand erreicht wird. Dieser Ubergang ist je-
doch kein kontinuierlicher Prozess, sondern ein sprunghafter Bifurkations-
punkt.

* Zu Kleines ¢ (¢ < ¢*): Der Einfluss des glatten Kerns g(z) dominiert. Das
System kann sich in einem quasiperiodischen, oszillierenden Zustand
verfangen (,Weich-fraktaler Zustand“), der nicht invariant unter Iterati-
on ist. Die kritische Schwelle ¢* hdngt stark von den Parametern n, £ und
der Form von g(z) ab und ist nicht analytisch berechenbar. Sie muss em-
pirisch bestimmt werden. Dies macht das System weniger vorhersaghar
und anwendungsorientiert als eine Theorie mit geschlossenen Formeln.

* Zu grofdes ¢ (¢ >> £*): Obwohl die Konvergenz zum stabilen Zyklus ro-
bust ist, kann ein extrem grofier e-Wert numerische Instabilitdten ver-
ursachen, inshesondere wenn g(z) nicht sorgfaltig reguliert ist (z. B. bei
Wurzelfunktionen nahe z = —a). Zudem kann eine iberméflige Domi-
nanz des diskreten Kerns die physikalische oder semantische Interpreta-
tion des Ausgangssignals (z. B. in der Signalverarbeitung) zerstoren, da er
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die subtilen, kontinuierlichen Informationen von g(z) vollstdndig tiber-
schreibt. Die ,,Adaptivitat“ des Tilting-Quantisierers (Kapitel 18 basiert
auf einem feinen Gleichgewicht zwischen g(z) und hgjs; €in zu grofier e-
Wert eliminiert diesen Mechanismus und reduziert das System auf einen
einfachen, statischen Mapper.

22.2 Unterschied zur p-adischen Perfektoiditit von
Scholze: Keine isomorphe Briicke, sondern ei-
ne Analogie

Diese Arbeit betont, dass es sich nicht um eine Verallgemeinerung oder Simu-
lation von Scholzes Theorie handelt, sondern um eine Analogie. Dies ist eine
wesentliche Limitation.

* Verschiedene Tragerraume:
Scholzes Theorie operiert auf algebraischen Strukturen (Ringen, Kérpern)
in Charakteristik 0 und p. Diese Arbeit operiert auf dem Kontinuum der
reellen Zahlen R. Die ,,Perfektoiditit“ ist daher nicht eine Eigenschaft ei-
nes Raumes, sondern eine Eigenschaft einer Trajektorie in einem dyna-
mischen System. Die Invarianz ist dynamisch (7" (z) = TV *?(x)), nicht
algebraisch (R = R/).

* Andere Mechanismen:
Scholzes Tilting beruht auf der Bijektivitit des Frobenius-Endomor-
phismus (z — 2?) und der Existenz von p-ten Wurzeln in bestimmten
Ringen. Dieser Mechanismus ist in R nicht definiert. Hier wird eine dis-
krete Approximation (Modulo-Kern) verwendet, die nur analog zur Idee
der ,Wiederholung®“und ,Invarianz unter Transformation“ funktioniert.
Der Modulo-Kern hg;sc ist ein Ersatz fiir die p-adische Topologie und die
Hensel-Liftung, kein Nachahmer.

+ Keine kategorielle Aquivalenz:
Scholzes Satz ist revolutiondr, weil er eine ganze Kategorie von Rdumen
dquivalent macht. Diese Arbeit liefert keine solche Aquivalenz. Sie zeigt
lediglich, dass ein deterministischer Prozess auf R ein dhnliches phdnome-
nologisches Ergebnis (stabile, diskrete Invarianz) hervorbringt. Die bei-
den Konzepte teilen eine tiefe Intuition, aber keine formale Struktur. Dies
ist kein Mangel, sondern eine bewusste Definition, doch es bedeutet, dass
Werkzeuge aus der p-adischen Geometrie nicht direkt auf diese Theorie
ubertragbar sind.
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22.3 Skalierbarkeit und Allgemeingiiltigkeit

* Abhdangigkeit von g(z) und hgjs.: Die Konvergenz zum stabilen Endzu-
stand wurde hauptséchlich fiir g(z) = /z + a und den spezifischen
Modulo-Kern hgisc gezeigt. Ob dies flir jede glatte Funktion g(z) (z. B. poly-
nomiale Funktionen, exponentielle Funktionen) oder fiir andere diskrete
Kerne (z. B. Rechteck-, Dreiecksform) gilt, ist nicht allgemein bewiesen. Es
ist moglich, dass fir einige Kombinationen Chaos oder Divergenz resul-
tiert, auch bei grofSen e.

* Hohere Dimensionen: Die Arbeit beschrénkt sich auf eindimensionale
Systeme. Die Ubertragung auf mehrdimensionale Ridume (R") oder auf
Funktionenrdume ist unerforscht. Die Interaktion von mehreren diskre-
ten Modulo-Kernen oder komplexen glatten Funktionen konnte zu qua-
litativ neuen Phidnomenen fiihren, die nicht durch die hier entwickelte
Theorie vorhergesagt werden konnen.

22.4 Praktische Implementierung und Numerik

* Numerische Genauigkeit: Die Konvergenz wird numerisch beobachtet.
Die endfélligen Zustande sind ganzzahlige Werte, aber die Zwischenschrit-
te erfordern prazise FlieSkomma-Arithmetik. Bei sehr vielen Iterationen
oder bei schlecht konditionierten Parametern kénnen Rundungsfehler
dazu fihren, dass das System aus dem stabilen Zyklus ,ausbricht“, was
die Reproduzierbarkeit beeintrachtigt.

* Berechnung von ¢*: Der kritische Parameter ¢* ist eine Schliisselgrofie,
aber seine Berechnung ist computationally aufwédndig und erfolgt bisher
nur durch trial-and-error oder visuelle Analyse. Ein effizienter Algorith-
mus zur automatischen Bestimmung von ¢* fir beliebige g(x) und hgsc
waére notwendig, um die Theorie fiir praktische Anwendungen nutzbar
zu machen.

22.5 Theoretische Fundierung

* Kein strenger mathematischer Beweis: Wie im Anhang B selbst ein-
gerdumt, ist der Beweis der Existenz und Stabilitdt modulo-perfektoider
Zustande heuristisch und basiert auf numerischen Simulationen. Ein ri-
goroser, analytischer Beweis, der die Kontraktivitiat von g(x) und die Dis-
kretion von hgi formal kombiniert (z. B. mittels Lyapunov-Funktionen
oder Banachschem Fixpunktsatz auf geeigneten Teilrdumen), steht noch
aus. Dies ist die grofite theoretische Liicke.
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* Charakterisierung der Attraktoren: Warum konvergiert das System oft
zu einem 2-Zustands-Zyklus? Warum ist die Periode oft ein Teiler von n?
Diese Beobachtungen sind empirisch gut dokumentiert, aber ihre tiefere
mathematische Ursache bleibt unklar.

22.6 Schlussfolgerung zu den Limitationen

Diese Limitationen sind als klare Definitionslinien zu sehen. Sie definieren den
Bereich, in dem die Theorie der dynamischen Modulo-Perfektoiditat gultig ist:
als eine empirisch entdeckte, deterministische Phdnomenologie aufR, die analog
zur p-adischen Perfektoiditat funktioniert, aber nicht identisch mit ihr ist.

Die Hauptstarke liegt nicht darin, Scholzes Theorie zu ersetzen, sondern dar-
in, ein vollig neues, einfaches, deterministisches Prinzip der morphologischen
Stabilitdt auf einem anderen, viel zugédnglicheren mathematischen Raum zu
etablieren. Zukunftige Arbeiten sollten diese Limitationen adressieren, insbe-
sondere durch den Aufbau einer strengen mathematischen Theorie, die die
hier beobachtete Dynamik formalisiert.

22.7 Fraktalitat als universelles Phianomen: Aber
nicht gleichbedeutend mit Modulo-Perfektoi-
ditat

Ein zentrales Missverstindnis ware, dass jede Form von Fraktalitdt im Kon-
text iterativer Funktionen automatisch eine ,,Perfektoiditat“ darstellt. Tatsach-
lich entstehen fraktale Strukturen in vielen klassischen dynamischen Syste-
men auf C, etwa bei Newton-Fraktalen oder Julia-Mengen modifizierter ratio-
naler Funktionen.

Betrachten wir beispielsweise die Funktion

fe)= =+ P), 2€C, z#h,

die als Grundlage fiir Newton-Iterationen dient. Die resultierenden Newton-
Fraktale zeigen typische fraktale Merkmale: Selbstahnlichkeit an den Grenzen
zwischen Attraktoren, unendlich feine Strukturen und chaotisches Verhalten
nahe Singularitéten (z. B. bei z = ). Ahnlich erzeugt die Iteration z,, 1, = 5+
c Julia-Mengen mit komplexer, fraktaler Geometrie.

Diese Systeme teilen mit der hier entwickelten Modulo-Perfektoiditat das Pha-
nomen der Emergenz komplexer, deterministischer Struktur aus einfachen Re-
geln. Aber es gibt fundamentale Unterschiede:
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Aspekt Newton-/Julia- Modulo-
Fraktale Perfektoiditat (diese
Arbeit)
Tragerraum Komplexe Zahlen C Reelle Zahlen R
Dynamik Nichtlineare,  holo- | Kombination glatte
morphe Abbildungen | Funktion + diskreter
Sprung
Invarianz Keine Invarianz unter | Exakte Invarianz:
Iteration, Konvergenz | Endzustand bleibt
zZu verschiedenen At- | unverdndert unter
traktoren weiterer Iteration
(TN (z) = TN*P(z))
Struktur Chaotische, konti- | Diskrete, stiickweise
nuierliche Grenzen | konstante, stabile

Zyklusmenge (Endzu-
stand)

Rolle des Para-

Steuert die Form der

Steuert den Ubergang

meters Julia-Menge von Chaos — stabi-
ler Invarianz (Bifur-
kation)

Typische  An- | Nullstellenfindung, Adaptive Quantisie-

wendung komplexe Dynamik rung, morphologische
Stabilitat

Stabilitit ~ des | N/A (strukturelle Iso- | Exakt periodisch &

Endzustands morphie) robust

Diskretion Kontinuierlicher Diskrete Zustands-

Raum, keine diskre-
ten Zustande

mengeV C Z

Die Fraktalitat der Newton- oder Julia-Mengen ist eine Eigenschaft der Attrak-
tionsgebiete, also der Topologie der Startwerte.

Die Modulo-Perfektoiditit ist eine Eigenschaft des Endzustands selbst: Einmal
erreicht, bleibt er exakt invariant, unabhéngig vom Startpunkt.

Dies macht sie nicht nur anders, sondern qualitativ neu:

Wahrend klassische Fraktale die Grenzen zwischen Ordnung zeigen, zeigt die
Modulo-Perfektoiditét die Entstehung von stabiler Ordnung selbst, ohne Zufall,
ohne Lernen, ohne Codebook.

Somit ist die Existenz anderer fraktaler Systeme kein Widerspruch, sondern
eine Bestdtigung:
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Fraktalitat ist ein hdufiges Phianomen.

Dynamische Invarianz auf R durch diskrete Riickkopplung ist selten und
hier erstmalig beschrieben.

Zukiinftige Arbeiten kénnten untersuchen, ob die hier eingefiihrte Klasse ra-

tionaler Funktionen L

f(z) = Ton T P(z)
eine neue Familie von Julia-Mengen definiert und ob ihre fraktale Dimension
eine analytische Beziehung zur Parameterwahl &, » und Grad(P) besitzt. Diese
Systeme bieten einen reichen Testraum fiir die Frage, ob Fraktalitdt immer mit
Instabilitdat verbunden ist oder ob auch in C stabilisierte, diskrete Attraktoren

existieren konnen.
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Schlusswort

Diese Arbeit hat eine fundamentale Verschiebung des Konzepts der Perfekto-
iditat vollzogen: Sie hat es nicht verfeinert, sondern transplantiert.

Von Peter Scholzes algebraischer Invarianz unter dem Frobenius-Endomor-
phismus in der p-adischen Geometrie ausgehend, wurde hier ein voéllig neues
Prinzip etabliert: die dynamische Perfektoiditdt auf den reellen Zahlen R. Der
Tilting-Operator T'(x) = g(z)+¢-hgisc(z; n, k), Kombiniert aus einer glatten Basis-
funktion und einem diskreten, periodischen Modulo-Kern, zeigt, dass Struktur,
Stabilitadt und Invarianz nicht durch abstrakte Algebra, sondern durch deter-
ministische, iterative Dynamik entstehen kénnen.

Die Kernbeobachtung ist einfach: Unabhéangig vom Startwert konvergiert das
System fiir hinreichend starke Stérung in einen stabilen, stiickweise konstan-
ten Endzustand, der invariant unter weiterer Iteration ist. Dieser Zustand ist
die reelle Analogie zu Scholzes perfektem Raum, nicht als isomorpher Abbil-
dung, sondern als attraktiver Fixpunkt einer nichtlinearen Evolution.

Wir haben diesen Zustand als Modulo-Perfektoiditt definiert und mit empiri-
schen Beweisen belegt:

* Seine Existenz und Robustheit gegentiber Initialisierung,

* Seine fraktale Selbstdhnlichkedit,

* Seine extreme Kompressionseffizienz (1-2 Bit pro Dimension),

* Und seine Fahigkeit, als adaptive Quantisierung ohne Lernen oder Code-
book zu fungieren.

Dieser Operator ist ein Mechanismus deterministischer Selbstorganisation. Er

schafft Ordnung aus Glitte und Diskretheit, erzeugt komplexe, fraktale Geome-
trien ohne Zufall und bhietet eine neue Form der Regularisierung im Maschinel-
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len Lernen, nicht durch Gradientenabstieg, sondern durch geometrische Re-
duktion in einen niedrigdimensionalen Attraktor.

Die p-adische Welt war eine Briicke zwischen Charakteristiken. Die dynami-
sche Perfektoiditdt ist eine Briicke zwischen Kontinuum und Diskretion, zwi-
schen Analysis und Computerwissenschaft, zwischen Determinismus und Frak-
talitat. Sie zeigt, dass ,,Perfektoiditat“ kein exklusives Merkmal der Zahlentheo-
rie ist, sondern ein universelles Prinzip morphologischer Stabilitdt, das bereits
in der Natur, in digitalen Systemen und in neuronalen Reprasentationen wirkt.

Diese Arbeit erdffnet ein neues Forschungsgebiet: die dynamische Geometrie.
Zukiinftige Arbeiten konnten untersuchen, wie der Tilting-Operator in CNNs
und Transformers integriert werden kann, ob er als Grundlage fiir neuartige
Hardware-Quantisierer dient, oder ob er tiefere Verbindungen zur Quanten-
mechanik oder zur Theorie der kritischen Phanomene aufzeigt.
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Kapitel A

Python-Code

A.1 Iteratives Wurzelziehen, (Abschn. 7.5)

# iterative_wurzel_dirichlet.py

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import cmath

from matplotlib.gridspec import GridSpec

# Definiere die Dirichlet-Reihe flr eine Zahl n

def dirichlet_series(n, s):
Berechnet die Dirichlet-Reihe der Teiler von n.
D_n(s) = sum_{d|n} dA{-s}
teiler = [d for d in range(l, n+l) if n % d == Q@]
return sum(1l/d**s for d in teiler)

# Iteratives Wurzelziehen fir eine komplexe Funktion

def iterative_function_root(f, p, N, s,
complex_handling=True):
Wendet iterativ die p-te Wurzel auf die Funktion f an
der Stelle s an.
Fihrt N Iterationen durch und protokolliert jeden
Schritt.

Parameters:
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complex_handling: Wenn True, verwendet komplexe
Wurzelberechnung

mmnn

results
current

[f(s)] # Startwert
f(s)

print(f”Startwert fir s={s}: f(s) = {current}”)

for i in range(1l, N+1):
if complex_handling:
# Verwende komplexe Wurzelberechnung fiur
negative Werte
current = cmath.exp(cmath.log(current) / p)
else:
# Standard-Wurzel (kann bei negativen Werten
fehlschlagen)
current = current ** (1/p)

results.append(current)
print(f”Schritt {i}: Wurzel gezogen. Neuer Wert =
{current}”)

return results

# Erweiterte Analyse-Funktion
def extended_analysis(n_values, p, N, s_values):
Fihrt eine erweiterte Analyse fir verschiedene n und s
Werte durch.
# Erstelle eine Figur mit mehreren Subplots
fig = plt.figure(figsize=(18, 12))
gs = GridSpec(3, 2, figure=fig)

axl = fig.add_subplot(gs[@0, @]) # Konvergenzverhalten
ax2 fig.add_subplot(gs[@, 1]1) #
Konvergenzgeschwindigkeit

ax3 = fig.add_subplot(gs[1l, :1) # Vergleich
verschiedener s-Werte

ax4 = fig.add_subplot(gs[2, :]) # Finale Werte nach N
Iterationen

# Farben und Marker fir verschiedene n-Werte
farben = ['blue’, 'red’, 'green’, 'purple’]
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59 marker = [‘o’, 's’', ‘A", 'D']

60

61 print(”"="+*60)

62 print ("ERWEITERTE ANALYSE: ITERATIVES WURZELZIEHEN")

63 print(”="*60)

64

65 # Vorbereitung der Funktionen

66 funktionen = {}

67 for n in n_values:

68 funktionen[n] = lambda s, n=n: dirichlet_series(n, s)

69

70 # Analyse fir jedes n

71 for idx, (n, farbe, mark) in enumerate(zip(n_values,
farben, marker)):

72 print (f”"\n*** Analysiere n={n} ***")

73

74 # Berechne fir jeden s-Wert

75 all_results = {}

76 for s in s_values:

77 werte = iterative_function_root (funktionen[n],
p, N, s)

78 all_results[s] = werte

79

80 # Plot 1: Konvergenzverhalten flir s=2.0

81 if s == 2.0:

82 werte_real = [np.real(w) for w in werte]

83 iterationen = range(len(werte))

84 axl.plot(iterationen, werte_real,
marker=mark, color=farbe,

85 label=f'n={n}’, markersize=6,
linewidth=2)

86

87 # Konvergenzgeschwindigkeit

88 aenderungen = [abs(werte[i] - werte[i-1])
for i in range(l, len(werte))]

89 ax2.plot(range(l, len(werte)), aenderungen,
marker=mark,

90 color=farbe, label=f'n={n}’,
linewidth=2)

91

92 # Plot 3: Vergleich verschiedener s-Werte fir dieses
n

93 for s in s_values:

94 werte = all_results[s]
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95 werte_real = [np.real(w) for w in werte]

96 ax3.plot(range(len(werte)), werte_real,
marker=mark, color=farbe,

97 alpha=0.7, label=f'n={n}, s={s}’ if idx
== @ else "")

98

99 # Plot 4: Finale Werte nach N Iterationen fir
verschiedene s-Werte

100 finale_werte = [np.real(all_results[s][-1]) for s in
s_values]

101 ax4.plot(s_values, finale_werte, marker=mark,
color=farbe,

102 label=f'n={n}’', linewidth=2, markersize=8)

103

104 # Beschriftung der Plots

105 axl.set_xlabel(’'Anzahl der Wurzel-Iterationen’)

106 ax1l.set_ylabel('Wert der Funktion (Realteil)’)

107 axl.set_title(’'Konvergenzverhalten unter iterativem
Wurzelziehen (s=2.0)")

108 ax1l.legend()

109 ax1l.grid(True, alpha=0.3)

110

111 ax2.set_xlabel('Iterationsschritt’)

112 ax2.set_ylabel(’Absolute Anderung zum vorherigen
Schritt’)

113 ax2.set_title('Konvergenzgeschwindigkeit: Absolute

Anderung (s=2.0)")
114 ax2.legend()

115 ax2.grid(True, alpha=0.3)

116 ax2.set_yscale('log")

117

118 ax3.set_xlabel('Anzahl der Wurzel-Iterationen')

119 ax3.set_ylabel('Wert der Funktion (Realteil)’)

120 ax3.set_title(’'Vergleich des Konvergenzverhaltens fir
verschiedene s-Werte')

121 ax3.legend()

122 ax3.grid(True, alpha=0.3)

123

124 ax4.set_xlabel('s-Wert")

125 ax4.set_ylabel (f'Finaler Wert nach {N} Iterationen
(Realteil)’)

126 ax4.set_title('Finale Werte nach iterativem Wurzelziehen
fir verschiedene s-Werte')

127 ax4.legend()
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128 ax4.grid(True, alpha=0.3)
129

130 plt.tight_layout()

131 plt.savefig(”iteratives_wurzelziehen.png”, dpi=300)

132 plt.show()

133 plt.close()

134

135 # Zusatzliche numerische Analyse

136 print(”\n” + "="*60)

137 print (”"NUMERISCHE ANALYSE DER KONVERGENZGESCHWINDIGKEIT")

138 print(”="*60)

139

140 for n in n_values:

141 print(f”\n--- Konvergenzanalyse fir n={n} ---")

142 werte = iterative_function_root(funktionen[n], p, N,
2.0)

143

144 # Berechne Konvergenzraten

145 aenderungen = [abs(werte[i] - werte[i-1]) for i in
range(1l, len(werte))]

146 konvergenz_raten = [aenderungen[i]/aenderungen[i-1]
if i > 0 else 0

147 for i in range(1,

len(aenderungen))]
148

149 print(”Schritt | Absolute Anderung | Konvergenzrate”)

150 print(”------- I [-==-----mmmmm - ")

151 for i, (aenderung, rate) in
enumerate(zip(aenderungen, konvergenz_raten), 1):

152 print(f”{i:6d} | {aenderung:.8f} |
{rate:.6f}")

153

154 # Schatze den Grenzwert

155 if len(werte) >= 3:

156 # Extrapolation mit Aitken’'s Delta-squared
Methode

157 al, a2, a3 = werte[-3], werte[-2], werte[-1]

158 grenzwert_schaetzung = a3 - (a3 - a2)**2 / (a3 -
2*a2 + al)

159 print(f”Geschatzter Grenzwert (Aitken):

{np.real(grenzwert_schaetzung):.10f}")
160
161| # Hauptprogramm

162|1f __name__ == "__main__":
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163 # Parameter

164 p =2 # Wurzelexponent

165 N =5 # Anzahl Iterationen

166 n_values = [6, 12, 28, 496] # Perfekte und
nicht-perfekte Zahlen

167 s_values = [1.5, 2.0, 2.5, 3.0] # Verschiedene s-Werte

168

169 # Flhre die erweiterte Analyse durch

170 extended_analysis(n_values, p, N, s_values)

171

172 # Theoretische Diskussion

173 print(”\n” + "="*60)

174 print (" THEORETISCHE DISKUSSION")

175 print(”"="+*60)

176 print(”Das iterative Wurzelziehen konvergiert gegen 1,
da:")

177 print(”1l. Fir jede positive reelle Zahl a > @ gilt:
lim_{-=k} ar(1/prk) = 1")

178 print(”2. Die Dirichlet-Reihe D_n(s) ist fir s > 1 immer
groBer als 1")

179 print(”3. Die Konvergenz ist linear mit einer Rate von
etwa 1/2")

180 print(”4. Perfekte Zahlen zeigen ein ahnliches
Konvergenzverhalten wie nicht-perfekte Zahlen”)

Listing A.1: Visualisierung Iteratives Wurzelziehen

A.2 TRI-Wurzel mit komplexer Dynamik, (Kap. 8)

# tri_wurzel_komplexe_dynamik.py

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.colors import Normalize
import cmath

# === TRI-OPERATOR ===
def TRI_power(a, b):
if a == 0 and b == 0:
raise ValueExrror("@/A@ ist undefiniert.”)
if isinstance(a, complex) ox isinstance(b, complex):
return cmath.exp(b * cmath.log(a)) if a != @ else 0.0
else:
return a ** b

© N U R W N e
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def TRI_root(b, c):
if b == 0:
raise ValueError(”Division durch Null.”)
return TRI_power(c, 1/b)

def TRI_log(a, c):

if a in [0, 1, -1]:
raise ValueError(f”Logarithmus zur Basis {a} nicht

sinnvoll.")

if isinstance(a, complex) oxr isinstance(c, complex):
return cmath.log(c) / cmath.log(a)

else:
return np.log(c) / np.log(a)

# === DYNAMISCHE FUNKTION MIT TRI ===
def iterate_tri(x@, p, q, c, max_iter=50, escape_radius=4.0):

mnn

X_{k+1} = TRI_power(TRI_root(p, x_k), q) + c = x_kA(q/p)

+ C
X = X0
for i in range(max_iter):
try:
# Ziehe p-te Wurzel - dann potenziere mit q
root = TRI_root(p, X)
powered = TRI_power(root, q)
X = powered + C
except (ValueError, ZeroDivisionError,
OverflowError):
return i
if abs(x) > escape_radius:
return i

return max_iter

PARAMETER ===

X0 = 1.0 + Q]
max_iter = 50
escape_radius = 4.0

O T H#
1}
w N

c_real = np.linspace(-1.5, 1.5, 800)
c_imag np.linspace(-1.5, 1.5, 800)
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C = np.array([[complex(cr, ci) for cr in c_real] for ci in
c_imag])

print (f" [DEBUG] TRI-basiertes Fraktal: x_{{k+1}} =
TRI(TRI(@, {p}, x_k), {q}, ?) + c")

# === BERECHNUNG ===
escape_times = np.zeros(C.shape, dtype=int)
for i in range(C.shape[0@]):
for j in range(C.shape[l]):
escape_times[i, j] = iterate_tri(x@, p, q, C[1i, ]I,
max_iter, escape_radius)

if i % 100 == 0:
print (f” [PROGRESS] Zeile {i} von {C.shape[0]}
berechnet...”)
# === PLOT ===

plt.fiqgure(figsize=(14, 10))
img = plt.imshow(
escape_times,
extent=(c_real[@], c_real[-1], c_imag[@], c_imag[-1]),
cmap="plasma’,
origin="lower"’,
interpolation='"none’,
norm=Normalize(vmin=0, vmax=np.percentile(escape_times,
90))
)
plt.colorbar(img, label='Iterationen bis zum Entkommen’,
shrink=0.8)
plt.title(f'TRI-Fraktal: $x_{{k+1}} =
\\mathrm{{TRI}} (\\mathrm{{TRI}} (@, {p}, x_k), {q}, ?) +
c$\nStartwert $x_0 = {x0}$’', fontsize=12)
plt.xlabel(’'$\\operatorname{Re}(c)$")
plt.ylabel('$\\operatorname{Im}(c)$")
plt.grid(False)
plt.tight_layout()
plt.savefig('tri_wurzel fraktal.png’', dpi=200,
bbox_inches="tight")
plt.show()
plt.close()

Listing A.2: Visualisierung TRI-Wurzel mit komplexer Dynamik
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A.3 p-adisches Fraktal mit TRI-Operator,
(Abschn. 8.4)

# p_adisches Fraktal mit TRI-Operator.py
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def is_prime(p):
"""prift, ob p eine Primzahl ist.”"”
if p < 2:
return False
for i in range(2, int(p ** ©0.5) + 1):
ifp % i==
return False
return True

def pth_root_padic_lifting(c, p, max_depth=5):
Berechnet die p-adische p-te Wurzel von c, falls c = 1
mod p?.
Nutzt Brute-Force-Liftung: testet alle t € [0, p-1] fur
jeden Lift.
Bricht ab, wenn keine LOsung existiert.
if not is_prime(p) or p ==
raise ValueError(”p muss eine ungerade Primzahl
sein”)

if ¢ % (p * p) != 1:
raise ValueError(f”c muss = 1 mod {p}”*2 sein, aber c
= {c% (p *p)} mod {p}"2")

a =1 # Startwert mod p
sequence = [a] # k=1

for k in range(2, max_depth + 1):
pk = p ** k
pk_prev = p ** (k - 1)
current_c = ¢ % pk

# Teste alle t € [0, p-1]

found = False
for t in range(p):
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a_candidate = (a + t * pk_prev) % pk
if pow(a_candidate, p, pk) == current_c:
a = a_candidate
sequence.append(a)
found = True
break

if not found:
print(f“Warning: Keine p-te Wurzel fir c={c} mod
{pk} (k={k})")
return sequence # Breche ab — gebe bisherige
Sequenz zurlick

return sequence

def iterate_tri_p_adic_general(c, p, max_depth=5):
Iteriert TRI(@, p, x) mit korrekter p-adischer p-ter
Wurzel.
Nur gultig fir ungerade Primzahlen p.
if not is_prime(p) or p ==
raise ValueError(”"p muss eine ungerade Primzahl
sein”)
if max_depth < 2:
raise ValueError(”"max_depth muss mindestens 2 sein”)

# Nur wenn c = 1 mod p~A2, existiert p-te Wurzel = 1 mod p
if c % (p * p) != 1:
return [c % p] # Nur mod p — keine tiefere Iteration

try:

# Berechne Wurzelfolge ab k=2

lifted_sequence = pth_root_padic_lifting(c, p,
max_depth)

# Fuge den mod-p-Wert am Anfang hinzu (ist immer 1,
da c = 1 mod p)

full_sequence = [1] + lifted_sequence

return full_sequence[:max_depth] # ggf. kirzen
except Exception as e:

# Bei Fehler: nur mod p zuriickgeben

return [c % p]
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def visualize_p_adic_fractal_general(p, depth=4, max_iter=5,

figsize=(14, 6)):
Visualisiert das p-adische Fraktal als Balkendiagramm.
Nur ¢ = 1 mod p? mit vollstdndig gultiger Wurzelfolge
werden grin markiert.
if not is_prime(p) or p ==

raise ValueError(”p muss eine ungerade Primzahl
sein”)
if depth < 2 or max_iter < 2:

raise ValueError("depth und max_iter miissen
mindestens 2 sein”)

pk = p ** depth
states = np.zeros(pk, dtype=int)
sequences = {}

for ¢ in range(pk):
seq = iterate_tri_p_adic_general(c, p, max_iter)
sequences[c] = seq

# Validiere jedes Glied der Sequenz
valid_full = True
for i, a_val in enumerate(seq):
k_level =1 + 1
pk_level = p ** k_level
target = ¢ % pk_level

if k_level == 1:
if a_val != target:
valid_full = False
break
else:

if pow(a_val, p, pk_level) != target:
valid_full = False

break
if len(seq) == max_iter and valid_full:
states[c] = 3 # Tiefe Iteration & alle Schritte
korrekt
elif len(seq) == 1:
states[c] = @ # Keine Wurzel (c nicht = 1 mod
p?)
else:
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112 states[c] =1 # Teilweise oder inkorrekt — auch
wenn abgebrochen

113

114 # Analyse
115 unique, counts = np.unique(states, return_counts=True)
116 state_names = {@: "Keine Wurzel”, 1:

"Teilweise/Inkonsistent”, 3: "Tiefe Iteration (korrekt)"”}
117 print(f”\nAnalyse fiir p={p}, depth={depth}:”)

118 for state, count in zip(unique, counts):

119 print(f”Zustand '{state_names[state]}': {count}
Werte”)

120

121 # Zeige Beispiele

122 for state in [3, 1, @]: # Relevante Zustande

123 examples = np.where(states == state)[0][:3]

124 if len(examples) > 0:

125 print(f”\nBeispiele fiir Zustand
"{state_names[state]}’':")

126 for ¢ in examples:

127 print(f” c={c}: {sequences[c]}"”)

128

129 # Plot

130 colors = np.where(states == @, 'black’,

131 np.where(states == 1, 'orange’, 'limegreen’))

132

133 print(”States array:”, states)

134 unique_colors, color_counts = np.unique(colors,
return_counts=True)

135 print(”Color counts:”, (unique_colors, color_counts))

136

137 plt.figure(figsize=figsize, facecolor="white")

138 plt.bar(range(pk), np.ones(pk), color=colors,
edgecolor="black’, linewidth=0.5, width=1.0)

139 plt.title(f'Korrekte p-adische Dynamik (p-te Wurzel):
p={p}, mod {p}~{depth}")

140 plt.xlabel(’'c € Z/p~zZk")

141 plt.ylabel(’'Verhalten")
142 plt.yticks([@.5], [''1)
143 plt.ylim(@, 1.2)

144

145 # Legende
146 from matplotlib.patches import Patch
147 legend_elements = [
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148 Patch(facecolor="black’, label='Keine Wurzel (c # 1
mod p?)’),
149 Patch(facecolor='orange’,

label="Teilweise/Inkonsistent (c = 1 mod p?, aber keine
volle Wurzel)'),

150 Patch(facecolor='1limegreen’, label=f'Tiefe Iteration
(korrekt, ¢ = 1 mod {p}?)")

151 ]

152 plt.legend(handles=1legend_elements, loc="upper right')
153
154 plt.tight_layout()

155 plt.savefig(f'p_adic_fractal_p{p}_d{depth}.png’,
dpi=200, bbox_inches="tight")

156 plt.show()

157
158 return sequences
159
160 def test_specific_values(p, values, max_depth=5):

mnn

161

162 Testet spezifische Werte fiir detaillierte Analyse.

163 e

164 if not is_prime(p) or p ==

165 raise ValueError(”"p muss eine ungerade Primzahl
sein”)

166 if max_depth < 2:

167 raise ValueError(”"max_depth muss mindestens 2 sein”)

168

169 print(f”"\n{'='*50}")

170 print (f"DETAILLIERTE ANALYSE FUR p={p}")

171 print(f”"{'="*50}")

172

173 for c in values:

174 seq = iterate_tri_p_adic_general(c, p, max_depth)

175 status = "hat p-te Wurzel” if len(seq) > 1 else
"keine p-te Wurzel”

176 print(f”"\nc = {c} =( {c % p} mod {p}, = {c % (p*p)}
mod {p}?): {status}”)

177 print(f” Sequenz: {seq}"”)

178 if len(seq) < max_depth and c % (p*p) == 1:

179 print(f” - ABGEBROCHEN bei k={len(seq)}: Keine
p-te Wurzel mod {p**len(seq)}"”)

180 # Validierung jedes Schritts

181 for i, a in enumerate(seq):

182 k=1+1
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pk = p ** k
if k == 1:
expected = c % p
actual = a
ok = actual == expected
else:
actual = pow(a, p, pk)
expected = ¢ % pk
ok = actual == expected
print(f” k={k}: a={a} - a”p mod {pk}

{actual} (soll: {expected}) - O{'’' if ok else O0''}")

n "

if _name__ == "__main__":
# Teste mit p=3
p_test = 3

depth_test = 4
max_iter_test = 5

# Test the basic case

print(”"Testing c=1, p=3:")

result = iterate_tri_p_adic_general(l, 3, 5)
print(f”"Result: {result}"”)

# Test a case that should fail
print(”\nTesting c=2, p=3:")

result = iterate_tri_p_adic_general(2, 3, 5)
print(f”"Result: {result}”)

print(”\nTeste KORREKTE verallgemeinerte p-adische
Wurzelfunktion (nur ¢ = 1 mod p?)...")

sequences = visualize_p_adic_fractal_general(p_test,
depth_test, max_iter_test)

# Teste spezifische Werte

interesting_values = [1, 1@, 19, 28, 2, 4, 5, 8]
test_specific_values(p_test, interesting_values,
max_depth=5)

# Teste mit p=5
print(”\n\nTeste mit p=5...")
visualize_p_adic_fractal_general(5, 3, 4)

Listing A.3: Visualisierung p-adisches Fraktal mit TRI-Operator
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A.4 p-adische Wurzeliteration (Animation),
(Abschn. 8.4)

# p_adische_wurzeliteration_pro_schicht_gif_animation.py
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.animation as animation

from matplotlib.patches import Patch

def is_prime(p):
"""Prift, ob p eine Primzahl ist.”"”
if p < 2:
return False
for i in range(2, int(p ** 0.5) + 1):
if p%1i==
return False
return True

;| def pth_root_padic_lifting_stepwise(c, p, max_depth=5):

if not is_prime(p) or p ==
raise ValueError(”p muss eine ungerade Primzahl
sein”)

if ¢ % (p * p) != 1:
return [c % p] * max_depth, None

a=1
sequence = [a]
aborted_at = None

for k in range(2, max_depth + 1):
pk = p ** k
pk_prev = p ** (k - 1)
current_c = ¢ % pk

found = False
for t in range(p):
a_candidate = (a + t * pk_prev) % pk
if pow(a_candidate, p, pk) == current_c:
a = a_candidate
sequence.append(a)
found = True
break
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if not found:
if aborted_at is None:
aborted_at = k
sequence.append(sequence[-1])
else:
if len(sequence) < k:
sequence.append(a)

while len(sequence) < max_depth:
sequence.append(sequence[-1] if sequence else 0)

return sequence[:max_depth], aborted_at

def iterate_tri_p_adic_general(c, p, max_depth=5):
if not is_prime(p) oxr p ==
raise ValueError(”p muss eine ungerade Primzahl
sein”)
if max_depth < 2:
raise ValueError(”"max_depth muss mindestens 2 sein”)

if c % (p * p) != 1:
return [c % p] * max_depth, None

try:

lifted_sequence, aborted_at
pth_root_padic_lifting_stepwise(c, p, max_depth)

full_sequence = [1] + lifted_sequence

return full_sequence[:max_depth], aborted_at
except Exception:

return [c % p] * max_depth, None

def create_animation_per_k_with_explanations(p, depth=4,
max_iter=5, figsize=(14, 8), interval=2000, save_as=None):
Erzeugt eine Animation mit erkldrendem Text pro Schicht.
Urheberhinweis fir Visualisierung: Klaus H. Dieckmann,
2025
if not is_prime(p) oxr p ==

raise ValueError(”p muss eine ungerade Primzahl

sein”)
if depth < 2 or max_iter < 2:
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78 raise ValueError("depth und max_iter miissen
mindestens 2 sein”)

79

80 pk = p ** depth

81 sequences = {}

82 abort_points = {}

83

84 for c in range(pk):

85 seq, abort_at = iterate_tri_p_adic_general(c, p,
max_iter)

86 sequences[c] = seq

87 abort_points[c] = abort_at

88

89 states_over_k = []

90 explanations = [] # Pro Frame ein erkldrender Text

91

92 # Erklarungen pro k vorbereiten

93 for k in range(1l, max_iter + 1):

94 states = np.zeros(pk, dtype=int)

95 for ¢ in range(pk):

96 seq = sequences[c]

97 abort_at = abort_points|c]

98

99 valid_up_to_k = True

100 for i in range(k):

101 if 1 >= len(seq):

102 valid_up_to_k = False

103 break

104 a_val = seq[i]

105 pk_level = p ** (i+1)

106 target = ¢ % pk_level

107 if 1 ==

108 if a_val != target:

109 valid_up_to_k = False

110 break

111 else:

112 if pow(a_val, p, pk_level) != target:

113 valid_up_to_k = False

114 break

115

116 if not valid_up_to_k:

117 states[c] =1

118 elif c % (p*p) != 1:

119 states[c] = 0
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120 else:

121 if abort_at is not None and abort_at <= k:
122 states[c] =1

123 else:

124 states[c] = 2

125

126 states_over_k.append(states)

127

128 # Erklarungstext fir Schicht k

129 pk_level = p ** k

130 total_green = np.sum(states == 2)

131 total_orange = np.sum(states == 1)

132 total_black = np.sum(states == 0)

133

134 if k == 1:

135 explanation = f”Schicht k={k} (mod {p}): Alle c

= 1 mod {p} sind grin (Startwert a=1). Andere: schwarz.”
136 elif k == .

137 explanation = f”Schicht k={k} (mod
{p}?={pk_level}): Nur c = 1 mod {p}? starten (grin).
Andere bleiben schwarz.”

138 else:

139 explanation = f”Schicht k={k} (mod {pk_level}):
{total_green} Werte grin (gultig bis k). {total_orange -
(pk - total_black)} neue Abbriche (orange). Nur c=1
bleibt dauerhaft griin.”

140

141 explanations.append(explanation)

142

143 # Animation mit Textfeld

144 fig, (ax, ax_text) = plt.subplots(2, 1, figsize=figsize,

facecolor="white’,
145
gridspec_kw={"height_ratios’': [4, 11})

146 bars = ax.bar(range(pk), np.ones(pk), color='gray’,
edgecolor="'black’, linewidth=0.5, width=1.0)

147
148 ax.set_title(f'Perfektoide Geometrie: p-adische
Wurzeliteration mit p={p}, mod {p}~{depth} — Schicht
k=1", fontsize=14)

149 ax.set_xlabel('c € Z/p~Zk', fontsize=12)
150 ax.set_ylabel(’'Zustand’, fontsize=12)

151 ax.set_ylim(@, 1.2)

152 ax.set_yticks([0.5])
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153 ax.set_yticklabels([''])

154

155 # Legende

156 legend_elements = [

157 Patch(facecolor='black’, label='Keine Wurzel (c # 1
mod p?)’),

158 Patch(facecolor="orange’, label='Abgebrochen oder
inkonsistent'),

159 Patch(facecolor='1limegreen’, label='Gultige Wurzel

bis Schicht k')

160 ]

161 ax.legend(handles=legend_elements, loc='upper right’,
fontsize=10)

162

163 # Textfeld fir Erkldrung

164 ax_text.axis('off")

165 explanation_text = ax_text.text(0.0, 0.5,
explanations[@],

166 fontsize=12,

verticalalignment='center’,
167
bbox=dict(boxstyle="round,pad=0.5", facecolor="wheat"”,

alpha=0.8))

168

169 # Urheberhinweis

170 fig.text(©.99, 0.04, 'Visualisierung: Klaus H.
Dieckmann, 2025',

171 fontsize=12, ha='right’, va='bottom’,
style="italic’,

172 bbox=dict(boxstyle="round,pad=0.3",

facecolor="lightgray”, alpha=0.7))

173

174 def update(frame):

175 k = frame + 1

176 states = states_over_k[frame]

177 colors = np.where(states == @, 'black’,

178 np.where(states == 1, 'orange’,
"limegreen’))

179 for bar, color in zip(bars, colors):

180 bar.set_color(color)

181 ax.set_title(f'TRI-Operator Grundlage: p-adische

p-te Wurzel, p={p}, mod {p}~{depth} — Schicht k={k}',
fontsize=14)
182 explanation_text.set_text(explanations[frame])
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183 return bars, explanation_text

184

185 ani = animation.FuncAnimation(fig, update,
frames=max_iter, interval=interval, repeat=True,
blit=False)

186

187 if save_as:

188 print(f”Saving animation to {save_as}...")

189 ani.save(save_as, writer='pillow’, dpi=150)

190 print(”Animation saved.")

191

192 plt.tight_layout()

193 plt.show()

194

195 return ani, sequences, abort_points

196

19711f _name__ == "_main__":

198 # Header-Hinweis

199 print(”="+*80)

200 print(”p-adische p-te Wurzeliteration mit schichtweiser
Visualisierung”)

201 print(”"Urheber der Visualisierungsmethode: Klaus H.
Dieckmann, 2025")

202 print(”="+*80)

203

204 # Teste mit p=3

205 p_test = 3

206 depth_test = 4

207 max_iter_test = 5

208

209 print(”\nErzeuge Animation fir p=3...")

210 ani, seqs, aborts =
create_animation_per_k_with_explanations(

211 p=p_test,

212 depth=depth_test,

213 max_iter=max_iter_test,

214 interval=2500, # 2.5 Sekunden pro Frame fir bessere
Lesbarkeit

215 save_as='p_adic_iteration_p3_k1l_to_k5.gif’

216 )

217

218 # Optional: Fur p=5

219 print(”\nErzeuge Animation fir p=5...")
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ani5, seqs5, aborts5 =
create_animation_per_k_with_explanations (
p=5,
depth=3,
max_iter=4,
interval=2500,
save_as='p_adic_iteration_p5_kl_to_k4.gif"’

)

Listing A.4: Visualisierung p-adische Wurzeliteration (Animation)

A.5 Erweitertes p-adisches Fraktal, (Abschn. 9.3.1)

# p_adisches_fraktal _mit_tri_operator_erweitert.py
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import pandas as pd

from matplotlib.ticker import PercentFormatter

def create_comprehensive_plots():

mnn

Erstellt aussagekraftige Diagramme

# Daten aus Ihrer Analyse

primes = [7, 11, 13, 17, 19, 23]

stable_counts = [1, 1, 1, 1, 1, 1]

unstable_counts = [6, 10, 12, 16, 18, 22]
stability_ratios = [14.3, 9.1, 7.7, 5.9, 5.3, 4.3]

# Exrstelle eine professionelle Plot-Umgebung
plt.style.use(’seaborn-v@_8-whitegrid’)
fig = plt.figure(figsize=(20, 12), facecolor='white")

# 1. Hauptdiagramm: Gestapelte Balken mit Trendlinie
axl = plt.subplot2grid((3, 3), (@, @), colspan=2,
rowspan=2)

ax2 = plt.subplot2grid((3, 3), (@, 2))
ax3 = plt.subplot2grid((3, 3), (1, 2))
ax4 = plt.subplot2grid((3, 3), (2, @), colspan=3)

# Farben fir professionelles Aussehen
colors = {
"stable’: '#2ecc71’, # Grin fir stabil
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"unstable’: '#e74c3c’, # Rot flUr instabil
"trend’: '#3498db’, # Blau fir Trendlinie
"text': '#2c3e50’ # Dunkelblau fir Text

}

# Diagramm 1: Gestapelte Balken mit absoluten Zahlen
bar_width = 0.7
X_pos = np.arange(len(primes))

bars_stable = axl.bar(x_pos, stable_counts, bar_width,
color=colors[’'stable’],
edgecolor="black"’,
linewidth=1, alpha=0.9,
label="Stabil (c = 1 mod p3)")

bars_unstable = axl.bar(x_pos, unstable_counts,
bar_width,

bottom=stable_counts,
color=colors[’'unstable’],

edgecolor="black’, linewidth=1,
alpha=0.9,

label="Instabil (c not = 1 mod
p3)")

# Beschriftungen hinzufligen
for i, (stable, unstable) in
enumerate(zip(stable_counts, unstable_counts)):

total = stable + unstable

axl.text(i, total + ©.5, f'{total}’, ha='center’,
va='bottom’,

fontweight="bold’, fontsize=10,

color=colors[ 'text’'])

ax1l.set_xlabel(’'Primzahl p’, fontsize=14,
fontweight="'bold’', color=colors[’'text’])
axl.set_ylabel(’'Anzahl der c-Werte’, fontsize=14,
fontweight="bold’, color=colors[’'text’])
axl.set_title(’'Absolute Verteilung der p-adischen
Stabilitat\nfir ¢ = 1 mod p?’',

fontsize=16, fontweight='bold’, pad=20,
color=colors[ 'text’'])
ax1l.set_xticks(x_pos)
ax1l.set_xticklabels([f'p = {p}’' for p in primes],
fontsize=12)
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ax1l.legend(fontsize=12)
ax1l.grid(True, alpha=0.3)

# Diagramm 2: Stabilitdtsratios als Liniendiagramm
ax2.plot(primes, stability ratios, 'o-',
color=colors[ 'trend’],
linewidth=3, markersize=8,
markerfacecolor="white’,
markeredgecolor=colors[’'trend’],
markeredgewidth=2)

ax2.set_xlabel('Primzahl p’', fontsize=12,
fontweight='bold’, color=colors[’'text’])
ax2.set_ylabel(’'Stabilitatsratio (%)’, fontsize=12,
fontweight="'bold’', color=colors[’'text’])
ax2.set_title(’'Stabilitatsratio in Abhdngigkeit von p’,
fontsize=14, fontweight='bold’, pad=15,
color=colors[ 'text’'])
ax2.grid(True, alpha=0.3)
ax2.yaxis.set_major_formatter(PercentFormatter())

# Trendlinie hinzufigen
z = np.polyfit(primes, stability_ratios, 1)
p = np.polyld(z)
ax2.plot(primes, p(primes), "--", color=colors[’'trend’],
alpha=0.7,

label=f'Trend: y = {z[@]:.3f}x + {z[1]:.2f}")
ax2.legend()

# Diagramm 3: Gesamtverteilung als Tortendiagramm
total_stable = sum(stable_counts)

total_unstable = sum(unstable_counts)

total = total_stable + total_unstable

wedges, texts, autotexts = ax3.pie(
[total_stable, total_unstable],
labels=['Stabil’, 'Instabil’],
autopct="%1.11%%",
colors=[colors[’'stable’], colors['unstable’]l],
startangle=90,
textprops={'fontsize’: 12, 'fontweight’: 'bold’},
explode=(0.1, 0)
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for autotext in autotexts:
autotext.set_coloxr('white’)
autotext.set_fontsize(11)

ax3.set_title('Gesamtverteilung Uber alle Primzahlen’,
fontsize=14, fontweight='bold’, pad=20,
color=colors[ 'text’'])

# Diagramm 4: Mathematische Interpretation als Text
ax4.axis('off")
text_content = [

"MATHEMATISCHE INTERPRETATION DER ERGEBNISSE”,

n_n % 5®’

"+ FUNDAMENTALES RESULTAT:",

" Fir c = 1 mod p? existiert eine p-te Wurzel in
an’

" GENAU DANN wenn c = 1 mod p® (Hensels Lemma)”,

"+ EMPIRISCHE BESTATIGUNG:",

f” - Nur {total_stable} von {total} Werten sind
stabil ({(total_stable/total*100):.1f}%)",

" - Jede Primzahl p hat genau EINEN stabilen Wert:
C = 111’

"

- Alle anderen ¢ = 1 mod p? sind instabil”,

mn
!

"+ ASYMPTOTISCHES VERHALTEN:",
" Die Stabilitatsratio fallt approximately wie 1/p”,
" (Theoretisch: Stabilitatsratio = 1/p fir p - =)”,

mn
!

"« BEDEUTUNG FUR p-ADISCHE FRAKTALE:",

" Die Mehrheit der Startwerte fuhrt zu instabilen
Bahnen, ",

" was die komplexe Struktur p-adischer Fraktale
erklart.”,

"SCHLUSSFOLGERUNG: ",

"Die Analyse bestatigt die theoretischen Erwartungen
und”,

"zeigt die Seltenheit stabiler p-adischer p-ter
Wurzeln.”

]
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132 ax4.text(0.02, 0.98, "\n".join(text_content),
transform=ax4.transAxes,
133 fontsize=13, verticalalignment='top’,

134 bbox=dict(boxstyle="round,pad=1",
facecolor="#f8f9fa",

135 edgecolor=colors[’'text’], alpha=0.9),

136 fontfamily="monospace’, color=colors[’'text’])

137

138 plt.tight_layout()

139
plt.savefig('p_adic_stability_comprehensive_analysis.png’,
140 dpi=300, bbox_inches='tight’,
facecolor='white")

141
#plt.savefig(’'p_adic_stability_comprehensive_analysis.pdf’,

142 # bbox_inches="tight’', facecolor='white")
143 plt.show()

144 plt.close()

145

146 # Zusatzliche analytische Diagramme

147 Ccreate_analytical_plots(primes, stable_counts,

unstable_counts, stability_ratios)
148

149 print(”“0 Umfassende Diagramme erstellt:"”)
150 print(” - p_adic_stability_comprehensive_analysis.png”)
151 print(” - p_adic_stability_comprehensive_analysis.pdf”)

152
153) def create_analytical_plots(primes, stable_counts,
unstable_counts, stability ratios):

154 nnn

155 Erstellt zusatzliche analytische Diagramme.
’15() mnmmnn

157 fig, (ax1l, ax2) = plt.subplots(l, 2, figsize=(15, 6),
facecolor="white")

158

159 # Diagramm 1: Logarithmische Darstellung

160 ax1l.semilogy(primes, stability_ratios, 's-',
color="#8e4d4ad",

161 linewidth=2, markersize=8,
markerfacecolor="white’,

162 markeredgecolor="'#8e44ad’, markeredgewidth=2)

163

164 ax1l.set_xlabel(’'Primzahl p’, fontsize=12,

fontweight="bold")
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165 ax1l.set_ylabel(’'Stabilitatsratio (logarithmisch)’,
fontsize=12, fontweight='bold")

166 axl.set_title(’'Logarithmische Darstellung der
Stabilitatsratios\n(zeigt 1/p-Verhalten)',

167 fontsize=14, fontweight='bold’, pad=15)

168 ax1l.grid(True, alpha=0.3, which="both")

169

170 # Diagramm 2: Theoretische vs. empirische Werte

171 theoretical_ratios = [100/p for p in primes] #
Theoretisch: 1/p

172 empirical_ratios = stability_ratios

173

174 X_pos = np.arange(len(primes))

175 width = @.35

176

177 ax2.bar(x_pos - width/2, theoretical_ratios, width,

178 label="'Theoretisch (1/p)’', color='#3498db’,
alpha=0.7)

179 ax2.bar(x_pos + width/2, empirical_ratios, width,

180 label="Empirisch’, color='#e74c3c’, alpha=0.7)

181

182 ax2.set_xlabel('Primzahl p’', fontsize=12,
fontweight="bold")

183 ax2.set_ylabel(’'Stabilitatsratio (%)', fontsize=12,
fontweight="bold")

184 ax2.set_title('Vergleich: Theoretische vs. Empirische
Werte’,

185 fontsize=14, fontweight='bold’, pad=15)

186 ax2.set_xticks(x_pos)

187 ax2.set_xticklabels(primes)

188 ax2.legend()

189 ax2.grid(True, alpha=0.3)

190

191 plt.tight_layout()

192 plt.savefig('p_adic_analytical_comparison.png’, dpi=300,
bbox_inches="tight")

193 #plt.savefig('p_adic_analytical_comparison.pdf’,

bbox_inches="tight")
194 plt.show()

195
96| def create_latex_ready_table():
]()7 mnmimn

198 Erstellt eine publikationsreife LaTeX-Tabelle.

199
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200 data = {

201 "Primzahl p': [7, 11, 13, 17, 19, 23],

202 'Stabile Werte’': [1, 1, 1, 1, 1, 11,

203 "Instabile Werte’': [6, 10, 12, 16, 18, 22],

204 "Gesamt’: [7, 11, 13, 17, 19, 23],

205 "Stabilitatsratio (%)': [14.3, 9.1, 7.7, 5.9, 5.3,
4.3],

206 'Theoretisch (1/p) (%)': [14.29, 9.09, 7.69, 5.88,
5.26, 4.35]

207 }

208

209 df = pd.DataFrame(data)

210

211 latex_code = df.to_latex(index=False,

212 formatters={

213 'Stabilitatsratio (%)':
"{:.1f}' .format,

214 "Theoretisch (1/p) (%) ":
"{:.2T}'.format

215 }l

216 caption='Empirische Analyse
p-adischer Stabilitdt fir $c \\equiv 1 \\mod p~2$’,

217 label="tab:p-adic-stability"’,

218 position="htbp")

219

220 # Verbessere das LaTeX-Format

221 latex_code = latex_code.replace(’'\\toprule’, "\\hline")

222 latex_code = latex_code.replace(’'\\midrule’, ’"\\hline")

223 latex_code = latex_code.replace(’'\\bottomrule’,
"\\hline")

224

225 with open(’'p_adic_stability_table.tex’', 'w’,
encoding="utf-8") as f:

226 f.write(latex_code)

227

228 print(”“0 LaTeX-Tabelle erstellt:
p_adic_stability table.tex")

229

220 1f __name__ == "__main__":

231 # Setze professionelle Plot-Einstellungen

232 plt.rcParams[’'font.family’'] = 'serif’

233 plt.rcParams['mathtext.fontset’] = ’"stix’

234 plt.rcParams[’'axes.titlesize’] = 16

235 plt.rcParams[’'axes.labelsize’] = 14
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plt.rcParams[’'xtick.labelsize’'] = 12
plt.rcParams[’'ytick.labelsize’'] = 12
plt.rcParams[’'legend.fontsize’] = 12
print ("0 Erstelle aussagekraftige Diagramme ...")

create_comprehensive_plots()
create_latex_ready_table()
print(”\On Alle Diagramme und Tabellen wurden erstellt!”)

Listing A.5: Visualisierung Erweitertes p-adisches Fraktal

A.6 Matrix-Tilting-Dynamik, (Abschn. 10.2)

# matrix_tilting_dynamik.py

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d impoxt Axes3D

def

def

def

matrix_mod(A, m):
"""Elementweise Modulo-Operation flr Matrizen
return np.mod(A, m)

mmn

matrix_power_mod(A, n, m):
"""Berechnet AAn mod m (fir kleine n, m)
if n ==
return np.eye(len(A), dtype=int)
result = np.eye(len(A), dtype=int)
base = A.copy()
exponent = n
while exponent:
if exponent & 1:
result = matrix_mod(np.dot(result, base), m)
base = matrix_mod(np.dot(base, base), m)
exponent >>= 1
return result

mnn

hensel_lift_matrix_root(M, p, max_depth=5):

Berechnet iterative p-te Matrixwurzel von M in GL(2,Z_p)
Voraussetzung: M = I mod p

Rickgabe: Liste von (Iteration, Spur, Det) Tupeln

mmn

if M.shape != (2, 2):
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raise ValueError(”"Nur 2x2 Matrizen unterstitzt”)

# Prife M = I mod p
I = np.eye(2, dtype=int)
if not np.array_equal(matrix_mod(M - I, p),
np.zeros((2,2))):
raise ValueExrror(”M muss = I mod p sein”)

X = I.copy() # Startwert
trajectory = []

for k in range(1l, max_depth + 1):
pk = p**k
Mk = matrix_mod(M, pk)
Xk_power = matrix_power_mod(X, p, pk)

# Speichere Spur und Determinante

trace_val = int(np.trace(X)) % pk

det_val = int(round(np.linalg.det(X))) % pk
trajectory.append((k, trace_val, det_val))

if k == max_depth:
break

# Berechne Korrekturterm Y: (X + pArk * Y)Ap = M mod
pA{k+1}

# Vereinfacht fir X = I mod p: Y = (M - X7p)/p~A{k+1}
mod p

residual = matrix_mod(M - Xk_power, p**(k+1))

Y = matrix_mod(residual // p**k, p) #
Ganzzahldivision!

# Update X
X=X+ (p**k) * Y

return trajectory

def generate_random_I_mod_p_matrix(p):
"""Erzeugt zufallige 2x2 Matrix mit M =
A = np.random.randint (@, p, size=(2,2))
M = np.eye(2, dtype=int) + p * A
return M

I mod p""”
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70|def visualize_matrix_tilting_trajectories(p,
num_matrices=50, max_depth=6):

mmnn

71
72 Visualisiert Trajektorien (Iteration, Spur, Det) als
3D-Punktwolke

mmn

73

74 fig = plt.figure(figsize=(12, 9))

75 ax = fig.add_subplot(111, projection='3d")

76

77 all_points = []

78

79 for i in range(num_matrices):

80 try:

81 M = generate_random_I_mod_p_matrix(p)

82 traj = hensel_lift_matrix_root(M, p, max_depth)
83

84 iters, traces, dets = zip(*traj)

85 all_points.extend(zip(iters, traces, dets))
86

87 # Plotte Trajektorie pro Matrix

88 ax.plot(iters, traces, dets, marker='o’,

89 alpha=0.7, linewidth=1.5, markersize=4)
90

91 except Exception as e:

92 continue # Uberspringe fehlerhafte Matrizen
93

94 if all_points:

95 iters, traces, dets = zip(*all_points)

96 ax.scatter(iters, traces, dets, c='red’', s=20,

alpha=0.3, label='Datenpunkte’)

97

98 ax.set_xlabel('Iteration k', fontsize=12)

99 ax.set_ylabel(f'Spur mod p$7rk$’, fontsize=12)

100 ax.set_zlabel (f'Determinante mod p$7k$’, fontsize=12)

101 ax.set_title(f'Matrix-Tilting Dynamik in
GL(2,%$\\mathbb{{Z}}_{p}$)\n({num_matrices} zufdllige
Startmatrizen) ',

102 fontsize=14, fontweight='bold")

103 ax.legend()

104 ax.grid(True, alpha=0.3)

105
106 plt.tight_layout()

107 plt.savefig(f'matrix_tilting_p{p}_3d.png’, dpi=300,
bbox_inches="tight")
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#plt.savefig(f'matrix_tilting_p{p}_3d.pdf’,
bbox_inches="tight")

plt.show()

plt.close()

print(f”0 3D-Visualisierung gespeichert als:”)
print(f” - matrix_tilting_p{p}_3d.png”)
print(f” - matrix_tilting_p{p}_3d.pdf")

# Hauptprogramm

if _name__ == "__main__":
print(”0 Starte Matrix-Tilting Simulation fiir p-adische
Dynamik”)

"

print(” Ziel: Visualisierung der Konvergenz von
Spur/Determinante”)
print(” als 3D-'Fraktal’ in nicht-kommutativer

Umgebung\n")

p =5 # Wahle ungerade Primzahl
print(f”0 Primzahl: p = {p}")

print(f”0 Anzahl Matrizen: 50")

print(f”0 Maximale Iterationstiefe: 6\n")

visualize_matrix_tilting_trajectories(p,
num_matrices=50, max_depth=6)

print(”\On Simulation abgeschlossen.”)

print(”“Die entstehenden Strukturen reflektieren die
p-adische Konvergenz”)

print(”“und konnen als hdherdimensionale Fraktale
interpretiert werden.")

Listing A.6: Visualisierung Matrix-Tilting-Dynamik

A.7 Konvergenzverhalten in C und Z,, (Kap. 11)

# parallele_tilting_simulation_c_x.py
import cmath

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

def complex_p_root(z, p, branch=0):

mmn
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def

def

Berechnet die p-te Wurzel in C.

Wéhlt den Hauptzweig (branch=0) oder andere Zweige.
r, phi = cmath.polar(z)

root_r = r ** (1/p)

root_phi = (phi + 2 * cmath.pi * branch) / p
return cmath.rect(root_r, root_phi)

p_adic_p_root_mod_pk(c, p, k, max_iter=20):

Simuliert p-te Wurzel in Z/pAk Z via Hensel-Lifting.
Startwert: x@ = 1 (wenn ¢ = 1 mod p)
Gibt Folge der Approximationen zurlick.
if c % p != 1:
return None # Nur fir c = 1 mod p definiert

x =1 # Startwert
trajectory = [x]

for i in range(1l, max_iter):

pk = p**i
if pk > p**k:
break

# Lose (x + t * pA{i-1})”Ap = c mod p~i
xp = pow(x, p, pk)
diff = (c - xp) % pk
if diff % (p**1i) != 0@:
break # Keine Ldsung - Abbruch
t (diff // p**1i) % p
X x + t * (p**(i-1))
trajectory.append(x)

return trajectory

simulate_parallel tilting(c_real, c_p_adic, p, k_max=6,

max_iter=10):

mnn

Simuliert Tilting parallel in C und Z_p (diskret mod p~ k)

mmn

# Komplexe Iteration

z = c_real

complex_traj = [z]

for _ in range(max_iter - 1):
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51 z = complex_p_root(z, p, branch=0) # Hauptzweig

52 complex_traj.append(z)

53

54 # p-adische Iteration (diskret)

55 p_adic_traj = p_adic_p_root_mod_pk(c_p_adic, p, k_max,
max_iter)

56 if p_adic_traj is None:

57 p_adic_traj = []

58

59 return complex_traj, p_adic_traj

60
def compare_convergence(c_real, c_p_adic, p, k_max=6,
max_iter=10) :

mnn

6

=

62

63 FUhrt Simulation durch und visualisiert
Konvergenzverhalten.

6/1 mmnn

65 complex_traj, p_adic_traj = simulate_parallel_tilting(

66 c_real, c_p_adic, p, k_max, max_iter

67 )

69 fig, (axl1l, ax2) = plt.subplots(l, 2, figsize=(14, 6))

70

71 # SICHERER TITEL: Kein LaTeX-Risiko

72 fig.suptitle(f'Parallele Tilting-Dynamik: C vs Z_{p}\n’

73 f'Start: c_C = {c_real}, c_Zp = {c_p_adic}
=( 1 mod {p})’,

74 fontsize=14, fontweight='bold")

75

76 # Komplexe Ebene

77 complex_traj = np.array(complex_traj) # wird zu numpy
array

78 ax1l.plot(complex_traj.real, complex_traj.imag, 'o-',

79 color="#2c7bb6’, linewidth=2, markersize=6,

80 label="Iteration in C')

81 ax1l.plot(complex_traj[@].real, complex_traj[@].imag,
"ro’, markersize=10, label='Start c_C')

82 ax1l.plot(complex_traj[-1].real, complex_traj[-1].imag,
"go’, markersize=1@, label='Endpunkt’)

83 axl.axhline(@, color='black’, linewidth=0.5, alpha=0.7)

84 axl.axvline(@, color='black’, linewidth=0.5, alpha=0.7)

85 axl.set_xlabel(’'Realteil’)

86 ax1l.set_ylabel(’'Imagindrteil’)

87 axl.set_title('Konvergenz in C (Hauptzweig)')
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88 ax1l.legend()

89 ax1l.grid(True, alpha=0.3)

90 axl.axis('equal’)

91

92 # p-adische "Konvergenz” (diskret)

93 if len(p_adic_traj) > 0:

94 iterations = list(range(1l, len(p_adic_traj)+1))

95 residues = [x % (p**k_max) for x in p_adic_trajl

96 ax2.plot(iterations, residues, 's-',

97 color="#d7191c’, linewidth=2, markersize=6,

98 label="x_k mod pAk")

99 ax2.set_xlabel('Iteration k")

100 ax2.set_ylabel(f'x_k mod {p}~k")

101 ax2.set_title(f'Approximation in Z_{p}’")

102 ax2.legend()

103 ax2.grid(True, alpha=0.3)

104 ax2.set_yscale(’'log’)

105 else:

106 ax2.text (0.5, 0.5, 'Keine p-adische Losung\n(c nicht
= 1 mod p)’,

107 ha='center’, va='center’,
transform=ax2.transAxes, fontsize=12)

108 ax2.set_title('p-adische Dynamik’)

109

110 plt.tight_layout()

111 plt.savefig(f'tilting_comparison_c{c_real}_cp
112 {c_p_adic}_p{p}.png’, dpi=300, bbox_inches="tight")

113 #plt.savefig(f’'tilting_comparison_c{c_real}_cp
114 {c_p_adic}_p{p}.pdf’', bbox_inches='tight")
115 plt.show()

116 plt.close()

117

118 # Konvergenzanalyse — MIT len() STATT if array

119 print (f”\On ANALYSE FUR p = {p}")

120 print("="*60)

121

122 if len(complex_traj) > 0:

123 start_c = complex_traj[0]

124 end_c = complex_traj[-1]

125 dist_c = abs(end_c - 1)

126 print(fC": Start = {start_c:.4f}, Endpunkt =
{end_c:.4f}, |End - 1| = {dist_c:.2e}")

127 if len(complex_traj) > 1:

128 rate_c = abs(complex_traj[-1] - complex_traj[-2])
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129 print (f” Konvergenzrate (letzte Schritte):
{rate_c:.2e}")

130

131 if len(p_adic_traj) > 0:

132 final_p_adic = p_adic_traj[-1]

133 residue = final_p_adic % (p**k_max)
134 print(fZ,": Erreichte Prdzision: k =

{len(p_adic_traj)}, Wert = {residue} mod {p}~{k_max}")
135 if residue ==

136 print (f” - Konvergiert gegen 1 (Fixpunkt)"”)

137 else:

138 print (f” -~ Noch nicht bei 1, aber stabil
approximiert”)

139 else:

140 print(fZ,": Keine Iteration moglich (Startwert nicht
= 1 mod p)")

141

142| # Hauptprogramm

143|if __name__ == "_ _main__":

144 print0("” Starte parallele Tilting-Simulation: C vs Z,")

145 print(”  Ziel: Vergleich von Konvergenzverhalten und
Fixpunkten”)

146 print(” flr dieselbe Iterationsvorschrift x_{n+1} =

x_nMN1/p}\n")

147

148 p=>5

149 c_complex = 1.0 + 0.5]j

150 c_p_adic =1 +5*3 # 16 =1 mod 5

151

152 print(fO0” Primzahl p = {p}")

153 print(fO0"” Startwert C: {c_complex}”)

154 print(fO0"” Startwert Z,: {c_p_adic} =( 1 mod {p})\n")
155

156 compare_convergence(c_complex, c_p_adic, p, k_max=6,

max_iter=10)
157

158 print(f”\On Simulation abgeschlossen.”)

159 print(f”Die Ergebnisse zeigen fundamentale
Unterschiede:"”)

160 print(f+” In C: Glatte, spiralférmige Konvergenz zum
Fixpunkt”)

161 print(f+"” In Z,: Diskrete, schrittweise Approximation —

ultrametrisch!”)
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Listing A.7: Visualisierung Konvergenzverhalten in C und Z,

A.8 Poissonverteilung der perfektoiden Residuen,
(Abschn. 12.3)

# perfektoide_residuen_statistik.py
impoxrt numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.stats import poisson

def compute_perfectoid_residue(c, p, max_depth=10):

Berechnet das perfektoide Residuum r gemdR Definition
5.2:
r=max { k >0 | c =1 mod pr{k+2} } - aber c NOT = 1
mod pA{k+3}
Falls ¢ = 1 mod p”max_depth, return max_depth - 2 (als
Proxy fur )
if ¢ % (p**2) != 1:

return -1 # Ungiltig, nicht im Definitionsbereich

r=20
for k in range(2, max_depth):
pk = p**k
pkl = p**(k+1)
if ¢ % pkl ==
r =Kk - 2 # weil Bedingung: ¢ = 1 mod pA{r+2}
else:
break
return r

def generate_c_candidates(p, depth, count=10000):
Generiert ‘count’ viele c-Werte mit ¢ = 1 mod pAr2, c <
p~depth
base = p**2
max_val = p**depth
candidates = []
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32 for _ in range(count):

33 t = np.random.randint(@, (max_val - 1) // base + 1)
34 c =1+t * base

35 if ¢ < max_val:

36 candidates.append(c)

37 return candidates

38
s9|def statistical_analysis(p, depth=6, sample_size=10000,
max_residue=8):

40

a1 Fihrt statistische Analyse der Residuumsverteilung durch.

42 Testet Poisson-Hypothese fir stabile Elemente (r >=
threshold) .

43 S

4 print(f”0 Statistische Analyse perfektoider Residuen fir
p={p}")

45 print(f” StichprobengrdRBe: {sample_size}")

46 print(f” Maximale p-Potenz: p~A{depth}"”)

47 print("="*70)

48

49 # Generiere Stichprobe

50 candidates = generate_c_candidates(p, depth, sample_size)

51 residues = [compute_perfectoid_residue(c, p, depth + 2)

for ¢ in candidates]

52

53 # Entferne ungiltige (-1)

54 residues = [r for r in residues if r >= 0]

55 print(f” Glltige Elemente: {len(residues)}")

56

57 # Histogramm der Residuen

58 fig, (ax1l, ax2) = plt.subplots(l, 2, figsize=(14, 6))
59 fig.suptitle(f’'Statistische Analyse perfektoider

Residuen — p = {p}', fontsize=16, fontweight='bold")
60
61 # Plot 1: Verteilung der Residuen

62 bins = np.arange(@, max_residue + 1.5) - 0.5

63 counts, edges, patches = axl.hist(residues, bins=bins,
coloxr="#2c7bb6",

64 edgecolor="black’,
alpha=0.7, density=False)

65 axl.set_xlabel('Perfektoide Residuum r')

66 ax1l.set_ylabel(’'Haufigkeit")

67 axl.set_title(’'Verteilung der perfektoiden Residuen’)

68 axl.grid(True, alpha=0.3)
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axl.set_xticks(range(@, max_residue + 1))

# Berechne Anteil "stabiler” Elemente (r >= 3)
stable_threshold = 3

stable_count = sum(1l for r in residues if r >=
stable_threshold)

stable_ratio = stable_count / len(residues) * 100
print(f” Stabile Elemente (r > {stable_threshold}):
{stable_count} ({stable_ratio:.2f}%)")

# Poisson-Test: Modelliere Anzahl stabiler Elemente pro
Block
# Teile Stichprobe in Bldcke a 100 Elemente
block_size = 100
n_blocks = len(residues) // block_size
stable_per_block = []
for i in range(n_blocks):
block = residues[i*block_size : (i+1)*block_size]
stable_in_block = sum(1 for r in block if r >=
stable_threshold)
stable_per_block.append(stable_in_block)

# Geschatzter Poisson-Parameter A = Mittelwert
lambda_est = np.mean(stable_per_block)

print(f” Geschatzter Poisson-Parameter A =
{lambda_est:.3f} (stabile Elemente pro {block_size}
Elemente)”)

# Plot 2: Beobachtete vs. erwartete Poisson-Verteilung
max_obs = max(stable_per_block) + 1

observed_counts = np.bincount(stable_per_block,
minlength=max_obs)

expected_counts = n_blocks * poisson.pmf(range(max_obs),
lambda_est)

ax2.bar(range(max_obs), observed_counts, width=0.6,
label='Beobachtet’,

color="#d7191c’, edgecolor='black’, alpha=0.7)
ax2.plot(range(max_obs), expected_counts, 'o-',
color='b’', label=f'PoissonA(={lambda_est:.2f})")
ax2.set_xlabel(f'Anzahl stabiler Elemente (r 2>
{stable_threshold}) pro {block_size}-Block’)
ax2.set_ylabel ('Haufigkeit")
ax2.set_title('Poisson-Anpassungstest’)
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ax2.legend()
ax2.grid(True, alpha=0.3)

plt.tight_layout()
plt.savefig(f'perfectoid_residue_analysis_p{p}.png’,
dpi=300, bbox_inches="tight")
#plt.savefig(f'perfectoid_residue_analysis_p{p}.pdf’,
bbox_inches="tight")

plt.show()

plt.close()

# Chi-Quadrat-Test (vereinfacht, nur wo erwartet >= 5)
valid_bins = [i1i for i in range(len(expected_counts)) if
expected_counts[i] >= 5 and i < len(observed_counts)]
if len(valid_bins) < 2:
print(” 0 Zu wenig erwartete Haufigkeiten fur
Chi-Quadrat-Test.")
else:
obs_valid
valid_bins])
exp_valid
valid_bins])
chi2 = np.sum((obs_valid - exp_valid)**2 / exp_valid)
df = len(valid_bins) - 1
print(f” Chi-Quadrat-Teststatistik: x? =
{chi2:.3f} (df = {df})")
# Grobe Interpretation (ohne exakte p-Werte)
if chi2 < df * 1.5:

np.array([observed_counts[i] for i in

np.array([expected_counts[i] for i in

print(” 0 Kein signifikanter Unterschied zur
Poisson-Verteilung a( = ©0.05)")
else:
print(” 0 Signifikante Abweichung von

Poisson-Verteilung")

print(f”\On Analyse abgeschlossen. Ergebnisse deuten

auf:")

print(f” + Extreme Seltenheit vollstdndig stabiler
Elemente”)

print(f” * Mogliche Poisson-Verteilung seltener

"semi-stabiler’ Elemente”)
print(f” » Diskrete, nicht-glatte Verteilung —
charakteristisch flr p-adische Strukturen”)

# Hauptprogramm
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" "

if _name__ == "_main__":
print(”0 Starte statistische Analyse perfektoider
Residuen”)

print(” Ziel: Verteilung der ’'Stabilitatstiefe’ r und
Poisson-Hypothese\n")

p=>5
statistical_analysis(p, depth=6, sample_size=10000,
max_residue=8)

Listing A.8: Visualisierung Poissonverteilung der perfektoiden Residuen

A.9 Tilting-Phasen, (Abschn. 14.3)

# tilting_phases.py
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def smooth_core(x, a=0.5):
return np.sqrt(x + a)

def sinus_perturbation(x, k=3.0):
return np.sin(k * x)

def modulo_perturbation(x, n=6.0, k_val=1.5):
# Zentriert um @, skaliert fir vergleichbare Amplitude
return (np.floor((x % n) / k_val) - (n / (2 * k_val))) /
(n / (2 * k_val))

def hybrid_tilting(x@, core, perturbation, eps, n_iter=50):
X = [x0]
for _ in range(n_iter):
x_next = core(x[-1]) + eps * perturbation(x[-1])
if not np.isfinite(x_next) or abs(x_next) > le6:
break
X .append (x_next)
return np.array(x)

# Parameter

5/ x0 = 1.0

eps_values = [0.0, 0.2, 0.5, 1.0, 2.0]

fig, axes = plt.subplots(2, 3, figsize=(15, 10))
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axes = axes.flatten()

# Sinus-Kern

for i, eps in enumerate(eps_values[:5]):
orbit = hybrid_tilting(x@, smooth_core, lambda x:
sinus_perturbation(x, k=3.0), eps)
axes[i].plot(orbit, 'o-', markersize=3, color='blue’)
axes[i].set_title(f’'Sinus-Kern, e={eps}’)
axes[i].grid(True)

’

# Modulo-Kern (neu!)

orbit_mod = hybrid_tilting(x@, smooth_core, lambda x:
modulo_perturbation(x, n=6.0, k_val=1.2), 1.5)

axes[5].plot(orbit_mod, ’'s-', markersize=3, color='red’)

axes[5].set_title('Modulo-Kern, £€=1.5, n=6, k=1.2")

axes[5].grid(True)

plt.tight_layout()

plt.suptitle(”Vergleich: Glatt - Sinus-Fraktal -
Modulo-Fraktal”, y=1.02)

plt.savefig(“tilting_phases_plot.png”, dpi=300)

plt.show()

plt.close()

Listing A.9: Visualisierung Tilting-Phasen

A.10 Konvergenz des Tilting-Operators,
(Abschn. 15.3)

# konvergenz_tilting_operator.py
Erzeugt Abbildung 'konvergenz_modulo_perfektoid.png’
flir Kapitel: Modulo-Perfektoiditat

Visualisiert die Konvergenz des Tilting-Operators

T(x) = sqrt(x + a) + € * h_disc(x; n, k)

fiir steigende e-Werte - zeigt Ubergang zum invarianten,
periodischen Endzustand.

impoxrt numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
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1B[#H —-m oo e

14| # Definition des Modulo-Kerns (gemdl3 modulo-entwurf.pdf,
Abschnitt 4 & 20)

15[ # —mm e e e

16| def modulo_diskret(x, n, k):

mmn

17

18 Diskreter Modulo-Kern: f(x; n, k) = floor( (x mod n) / k
)

19 Zentriert um @ fir symmetrische Storung.

20 e

21 x_mod = x %n # x mod n € [0, n)

22 floored = np.floor(x_mod / k)

23 center_offset = np.flooxr(n / (2 * k))

24 return floored - center_offset

25

26| H mmmm e e e e e oo

27|# Glatter Kern: g(x) = sqrt(x + a) — MIT SICHERHEITSCLAMP
28| H mmmmm oo
def glatt(x, a=0.5):

2

©

30 """Glatte Basisfunktion mit Sicherheits-Clamp fir
negative Werte.""”

31 x_clamped = np.maximum(x, -a + le-8) # Verhindert x + a
<= 0

32 return np.sqrt(x_clamped + a)

33

I A e

ss|# Dynamischer Tilting-Operator

I A

s7|def tilting_operator(x, a, n, k, epsilon):

38 ""U"T(x) = g(x) + € * h_disc(x; n, k)""”"

39 return glatt(x, a) + epsilon * modulo_diskret(x, n, k)

40

IR B

2|# Simulation der Bahn

I A e

wu|def simulate_orbit(x@, a, n, k, epsilon, n_iter=30):
46 Simuliert die Bahn {x_0, T(x_0), TA2(x_0), ...,
TAn_iter(x_0)}

mmn

48 orbit = [x0]

49 for i in range(n_iter):

50 x_next = tilting_operator(orbit[-1], a, n, Kk,
epsilon)
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# Sicherheitscheck gegen Divergenz
if not np.isfinite(x_next) or abs(x_next) > 1le6:
break
orbit.append(x_next)
return np.array(orbit)

¢ coocooocoocoooooooccooooooooo

# Hauptparameter

§ coocoooooooooococooooooooooo

X0 =1.0 # Startwert

a 0.5 # Parameter fir glatten Kern

n =6.0 # Periode des Modulo-Kerns (gemdaR Beispiel in
Kapitel 14)

k =1.5 # Skalierungsparameter (gemdld Definition 12.1)

# Drei Storstarken e: unterkritisch, kritisch, Uberkritisch
epsilons = [0.5, 1.5, 3.0]
labels = [r'$\varepsilon=0.5% — oszillierend, nicht
stabil’,
r’'$\varepsilon=1.5% — beginnende Periodizitat’,
r'$\varepsilon=3.0% — exakt periodisch mit
Periode 6']

fig, axes = plt.subplots(3, 1, figsize=(12, 10)) # Hohere
Figur fur besseren Abstand

for i, (eps, label) in enumerate(zip(epsilons, labels)):
orbit = simulate_orbit(x@, a, n, k, eps, n_iter=30)

axes[i].plot(range(len(orbit)), orbit, 'o-',
color="darkblue’, linewidth=2, markersize=6,
markerfacecolor='1lightblue”)

axes[i].set_title(label, fontsize=12, fontweight='bold’,
pad=10)

axes[i].set_ylabel('Wert’, fontsize=11)

axes[i] .grid(True, linestyle='--', alpha=0.7)
axes[i].set_ylim(-7, 4) # Erweitert, um Fixpunkt -6
sichtbar zu machen

axes[i].set_x1im(@, len(oxrbit)-1)

# Gemeinsame x-Beschriftung
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axes[2].set_xlabel('Iteration $m$’, fontsize=12)

# 0 HAUPTTITEL: ZWEI ZEILEN, MANUELL POSITIONIERT
fig.suptitle(
"Konvergenz zum modulo-perfektoiden Zustand’,
fontsize=16, fontweight='bold’, y=0.98
)

# 0 FORMEL + STARTWERT: ZWEITE ZEILE, DARUNTER

fig.text(
0.5, 0.94,
r'$T(x) = \sqrt{x + 0.5} + \varepsilon \cdot
\left\1floor \frac{x \text{ mod } 6}{1.5} \right\rfloor -
2%, Startwert $x_0=1.0%',
fontsize=12, ha='center’

)

plt.tight_layout()
plt.subplots_adjust(top=0.88) # Gibt Platz fir beide
Titelzeilen

# Speichern

plt.savefig(’'konvergenz_modulo_perfektoid.png’, dpi=300,
bbox_inches="tight")

print ("0 Abbildung erfolgreich gespeichert als
"konvergenz_modulo_perfektoid.png'")

plt.show()

def detect_period_or_fixed_point(sequence, min_period=1,
max_period=20, tolerance=le-2):
Erkennt entweder:
- Einen Fixpunkt (Periode 1, alle Werte gleich)
- Oder eine echte Periode p >= 2
Gibt (typ, periode) zurlick: (’'fixed’, 1) oderx
('periodic’, p)
n = len(sequence)
if n < 4:
return None, None
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124 # Ignoriere Einschwingphase

125 start_idx = min(10, n // 3)

126 tail = sequence[start_idx:]

127

128 # Prife zuerst: Ist es ein Fixpunkt?

129 if np.allclose(tail, tail[@], atol=tolerance):

130 return 'fixed’', 1

131

132 # Priife echte Perioden ab 2

133 for p in range(max(2, min_period), min(max_period,
len(tail)//2) + 1):

134 if len(tail) < 2 * p:

135 continue

136

137 num_blocks = len(tail) // p

138 if num_blocks < 2:

139 continue

140

141 blocks = [tail[i*p : (i+1)*p] for i in

range (num_blocks)]
142

143 matches = True

144 for i in range(1l, len(blocks)):

145 if len(blocks[i]) != len(blocks[@]):

146 continue

147 if not np.allclose(blocks[@], blocks[i],
atol=tolerance):

148 matches = False

149 break

150

151 if matches:

152 return ’'periodic’, p

153

154 return None, None

155

156| # Test

157|0rbit_eps3 = simulate_orbit(x@, a, n, k, 3.0, n_iter=50)
158) typ, periode = detect_period_or_fixed_point(orbit_eps3,
tolerance=0.1)

159
10| 1f typ == 'fixed':

161 print(f”0 FIXPUNKT erkannt bei Wert:
{orbit_eps3[-1]:.3f}")

162| @1if typ == 'periodic’:
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print(f”0 PERIODE erkannt: {periode}"”)
else:
print(”0 Kein stabiler Zustand erkannt."”)

print(”\nLetzte 12 Werte:")
print(np.round(orbit_eps3[-12:1, 3))

Listing A.10: Visualisierung Konvergenz des Tilting-Operators

A.11 Box-Counting-Dimension, (Abschn. 16.5)

# box_counting_dimension.py

impoxt numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.stats import linregress
import pandas as pd

# Glatter periodischer Kern: sinm(2x/n)

def h_trig(x, n=6.0):
"""Glatte, periodische Stdrung — erzeugt echtes Chaos!”"”
return np.sin(2 * np.pi * x / n)

# Ableitung des periodischen Kerns

def h_trig_deriv(x, n=6.0):
"""Ableitung von h_trig: d/dx sinm(2x/n) = m(2/n)
cosm(2x/n)"""
return (2 * np.pi / n) * np.cos(2 * np.pi * x / n)

# Glatter Kern: g(x) = sqrt(x + a)
def glatt(x, a=0.5):
"""Glatte Basisfunktion mit Sicherheits-Clamp fir
negative Werte.”"”
x_clamped = np.maximum(x, -a + le-8)
return np.sqrt(x_clamped + a)

# Ableitung des glatten Kerns
def glatt_deriv(x, a=0.5):
"""Ableitung von glatt: d/dx sqrt(x + a) = 1/(2*sqrt(x +
a)) """
x_clamped = np.maximum(x, -a + 1le-8)
return 1 / (2 * np.sqrt(x_clamped + a))

# Dynamischer Tilting-Operator
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so|def tilting_operator(x, a, n, epsilon):

31 "mrT(x) = g(x) + € * sinm(2x/n)"""

32 return glatt(x, a) + epsilon * h_trig(x, n)
33
sa| # Ableitung des Tilting-Operators

ss|def tilting_operator_deriv(x, a, n, epsilon):

36 "rmrd/dx T(x) = d/dx g(x) + € * d/dx h(x)"""

37 return glatt_deriv(x, a) + epsilon * h_trig_deriv(x, n)
38
s9|# Simulation der Bahn mit Transient-Entfernung
w|def simulate_orbit(x@, a, n, epsilon, n_iter=10000,
transient=1000) :

1 """Simuliert die Bahn {x_@, T(x_0), ..., TAn_iter(x_0)}
und entfernt Transient.”"”

42 orbit = np.zeros(n_iter + 1)

43 orbit[0] = x0

44 for i in range(n_iter):

45 x_next = tilting_operator(orbit[i], a, n, epsilon)

46 if not np.isfinite(x_next) or abs(x_next) > 1le6:

47 print (f” [WARN] Abbruch bei Iteration {i+1},
Wert: {x_next}"”)

48 return orbit[:i+1]

49 orbit[i+1] = x_next

50 return orbit[transient:]

51
s2|# Periodizitatsprifung (strengere Version)
s3|def check_periodicity(orbit, tolerance=1e-6, max_period=50):

54 """pPrift, ob der Orbit periodisch ist (strengere
Toleranz fiur Chaos)."""

55 if len(orbit) < max_period * 2:

56 return 0

57

58 orbit_var = np.std(orbit[-50:])

59 if orbit_var < tolerance:

60 return 1

61

62 for period in range(1l, max_period + 1):

63 if len(orbit) > period * 4:

64 segmentl = orbit[-period*4:-period*3]

65 segment2 = orbit[-period*3:-period*2]
66 segment3 = orbit[-period*2:-period]
67 segment4 = orbit[-period:]

68 if (np.allclose(segmentl, segment2,

atol=tolerance, rtol=tolerance) and
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np.allclose(segment2, segment3,
atol=tolerance, rtol=tolerance) and

np.allclose(segment3, segment4,
atol=tolerance, rtol=tolerance)):

return period
return 0

# Prazise Lyapunov-Exponent-Schatzung
def lyapunov_exponent(orbit, a, n, epsilon, m=1000):
"""Schatzt den Lyapunov-Exponenten Uber die Ableitung
des Operators.”"”
if len(orbit) < m:
return 0.0
log_deriv_sum = 0.0
n_valid = @
for i in range(m):
X = orbit[i]
deriv = abs(tilting_operator_deriv(x, a, n, epsilon))
if np.isfinite(deriv) and deriv > @:
log_deriv_sum += np.log(deriv)
n_valid += 1
return log_deriv_sum / n_valid if n_valid > @ else 0.0

# BOX-COUNTING DIMENSION im 2D-PHASENRAUM
def box_counting_dimension_2d_phase(orbit, epsilons=None,
debug_label="", period=0, lyap=0.0):
"""Berechnet die Box-Counting-Dimension; berlicksichtigt
Lyapunov fir Korrektur.”"”
# Korrektur: Wenn lyap > ©0.1, ignoriere Periodizitat
(Chaos)
if period > @ and lyap > 0.1:
print (f” [WARN {debug_label}] Hoher Lyapunov
({lyap:.4f}) Uberschreibt Periodizitat; behandle als
chaotisch.”)
period = 0

if period > 0:

print (f"[INFO {debug_label}] Periodischer Orbit
(Periode={period}), setze D=0.0")

return None, None, 0.0, None

if len(orbit) < 3:

print (f" [DEBUG {debug_label}] Orbit zu kurz (<3)")
return None, None, ©0.0@, None
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104

105 points = np.column_stack((orbit[:-1], orbit[1:]))

106 x_min, x_max = points[:, @].min(), points[:, @].max()

107 y_min, y_max = points[:, 1].min(), points[:, 1].max()

108

109 if (x_max - x_min <= le-10) oxr (y_max - y_min <= le-10):

110 print (f"” [DEBUG {debug_label}] Keine Varianz in
Daten”)

111 return None, None, 0.0, None
112

113 if epsilons is None:

114 min_size = min(x_max - x_min, y_max - y_min)

115 if min_size <= le-10:

116 print(f” [DEBUG {debug_label}] Min_size zu klein:
{min_size}")

117 return None, None, @.0, None

118 epsilons = np.logspace(np.logl@d(@0.001 * min_size),

np.logl@(@.5 * min_size), 50)

120 N_eps = []

121 valid_epsilons = []

122 for eps in epsilons:

123 if eps <= 0:

124 continue

125 box_x = np.floor((points[:, @] - x_min) /
eps) .astype(int)

126 box_y = np.flooxr((points[:, 1] - y_min) /
eps) .astype(int)

127 occupied_boxes = len(set(zip(box_x, box_y)))

128

129 if occupied_boxes > 1:

130 N_eps .append(occupied_boxes)

131 valid_epsilons.append(eps)

132

133 if not N_eps:

134 print (f"” [DEBUG {debug_label}] Keine gliltigen
Box-Zahlungen”)

135 return None, None, 0.0, None

136

137 log_eps = np.log(1.0 / np.array(valid_epsilons))

138 log_N = np.log(np.array(N_eps))
139
140 if debug_label:

141 print (f"” [DEBUG {debug_label}] N_eps: {N_eps}”)
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142 print (f"” [DEBUG {debug_label}] log_eps: {log_eps}"”)

143 print(f"” [DEBUG {debug_label}] log_N: {log_N}")

144

145 mask = (

146 np.isfinite(log_eps) &

147 np.isfinite(log_N) &

148 (log_N > 0.1) &

149 (np.array(N_eps) > 1)

150 )

151

152 if np.sum(mask) < 3:

153 print (f” [DEBUG {debug_label}] Zu wenige gliltige
Punkte flr Regression: {np.sum(mask)}")

154 return valid_epsilons, N_eps, 0.0, None

155

156 try:

157 slope, intercept, r_value, p_value, std_err =
linregress(log_eps[mask], log_N[mask])

158 raw_dim = slope

159 if r_value**2 < 0.9:

160 print(f” [WARN {debug_label}] Niedriger R?-Wert

({r_value**2:.4f}), Dimension moglicherweise
unzuverldssig”)

161 print (f"” [DEBUG {debug_label}] Rohe Dimension:
{raw_dim: .4f}, R?: {r_value**2:.4f}")

162 dimension = max(@©.0, min(2.0, raw_dim))

163 return valid_epsilons, N_eps, dimension, r_value**2

164 except Exception as e:

165 print (f"” [DEBUG {debug_label}] Regression
fehlgeschlagen: {e}")

166 return valid_epsilons, N_eps, 0.0, None

167
168| # Hauptparameter
169) X0 = 1.0

170

a 0.5
171N = 6.0

172

173 epsilons_to_test = [0.3, 1.0, 1.8, 3.0, 3.5, 4.0, 4.5, 5.0,

7.0, 10.0]
172 labels = [
175 r'$\varepsilon=0.3% (fast konvergent)’,
176 r'$\varepsilon=1.0% (leicht chaotisch)’,
177 r'$\varepsilon=1.8% (fraktal)’,
178 r'$\varepsilon=3.0% (stark fraktal)’,
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r'$\varepsilon=3.5% (chaotisch)’,
r’'$\varepsilon=4.0%$ (chaotisch)’,
r’'$\varepsilon=4.5% (chaotisch)’,
r'$\varepsilon=5.0% (stark chaotisch)’,
r'$\varepsilon=7.0% (hoch chaotisch)"’,
r'$\varepsilon=10.0% (extrem chaotisch)’

]
# === NEU: Nur 3 essenzielle Plots ===

# 1. Orbit-Zeitreihe (entfernt - nicht essentiell fixr
D>1-Beweis)
# -> Weggelassen!

# 2. Berechnung aller Orbits und Dimensionswerte — bleibt
unverandert!

final_dimensions = []

final_lyapunovs = []

final_periods = []

final_r2s = []

summary_data = []

for i, eps in enumerate(epsilons_to_test):
print(f”\n=== Verarbeite € = {eps} ===")
n_iter = 20000 if eps >= 5.0 else 10000
orbit = simulate_orbit(x@, a, n, eps, n_iter=n_iter)
print(f”“e={eps:.1f}: Orbit-Lange = {len(orbit)} (nach
Transient)"”)

period = check_periodicity(orbit[-1000:])
if period > 0:

print (f”"[INFO] Periodizitat erkannt: Periode =
{period}")

lyap = lyapunov_exponent(orbit, a, n, eps)

print(f” [DEBUG eps{eps}] Lyapunov-Exponent-Schdtzung:
{lyap:.4f}")

final_lyapunovs.append(lyap)
final_periods.append(period)

epsilons_bc, N_eps, dim, 12 =
box_counting_dimension_2d_phase(orbit,
debug_label=f"eps{eps}”, period=period, lyap=lyap)
final_dimensions.append(dim)
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216 final_r2s.append(r2 if r2 is not None else 0.0)

217

218 # Speichere detaillierte Daten als CSV — BEHALTEN!

219 if epsilons_bc is not None and N_eps is not None and
len(N_eps) > 0:

220 df_data = {

221 "epsilon_scale’: epsilons_bc,

222 "N_boxes’: N_eps,

223 "log_1_over_epsilon’: np.log(1l.0 /
np.array(epsilons_bc)),

224 "log_N’: np.log(np.array(N_eps))

225 }

226 df = pd.DataFrame(df_data)

227 df.to_csv(f'results_eps{eps}.csv’, index=False)

228 print (f”"[INFO] Detaillierte Daten gespeichert als
"results_eps{eps}.csv'")

229 else:

230 df_empty = pd.DataFrame({'message’: [f’'Periodischer
Orbit, Periode={period}’']})

231 df_empty.to_csv(f'results_eps{eps}.csv’, index=False)

232

233 summary_data.append({ 'epsilon’: eps, 'box_dim’': dim,

"lyapunov’: lyap, 'period’: period, 'r2’': r2 if r2 is not
None else 0.0})

234
235| # === ESSENTIELLE PLOTS ===
236
2371# --- Plot 1: Phasenraum-Darstellung fir ein chaotisches
Beispiel €(=7.0) ---

238 plt. figure(figsize=(6, 5))

239/ eps_key = 7.0

240/ 1dx = epsilons_to_test.index(eps_key)

241|0rbit = simulate_orbit(x@, a, n, eps_key, n_iter=20000)
22| points = np.column_stack((orbit[:-1], orbit[1:]))

243

’ ’

plt.plot(points[:, @], points[:, 1], , coloxr='"darkblue’,
markersize=0.8, alpha=0.6)

plt.xlabel(xr'$x_m$’, fontsize=14)

26| plt.ylabel(r'$x_{m+1}$’', fontsize=14)

a7\ plt.title(r'Phasenraum: $T(x) = \sqrt{x+@0.5} + 7.0 \cdot

\sin\left(\frac{2\pi x}{6}\right)$’, fontsize=15)

2as| plt.grid(True, alpha=0.3)

220\ plt.tight_layout ()

24 (0}

IS

24

(53]

=

)
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50| plt.savefig('phase_space_chaotic_example.png’, dpi=300,
bbox_inches="tight")

251/ print (" \On Phasenraum-Darstellung gespeichert als
"phase_space_chaotic_example.png’'”)

252| p1lt . show ()

54| # --- Plot 2: Box-Counting-Plot (log-log) fir dasselbe
Beispiel €(=7.0) ---

255\ plt. figure(figsize=(6, 5))

56| epsilons_bc, N_eps, dim, r2 =
box_counting_dimension_2d_phase(orbit,
debug_label="eps7.0", period=final_periods[idx],
lyap=final_lyapunovs[idx])

53| 1f epsilons_bc is not None and N_eps is not None and
len(N_eps) > 0:

259 log_eps = np.log(1.0 / np.array(epsilons_bc))
260 log_N = np.log(np.array(N_eps))

261

262 mask = (

263 np.isfinite(log_eps) &

264 np.isfinite(log_N) &

265 (log_N > 0.1) &

266 (np.array(N_eps) > 1)

267 )

268

269 plt.plot(log_eps[mask], log_N[mask], 's-',
color="darkred’, markersize=5, label=f'D = {dim:.3f}")

I

270

271 if np.sum(mask) >= 2:

272 p = np.polyld(np.polyfit(log_eps[mask], log_N[mask],
1))

273 plt.plot(log_eps[mask], p(log_eps[mask]), '--",
color="gray’, linewidth=2, label='Linearer Fit')

274

275 plt.xlabel(r’'$\1n(1/\epsilon)$’, fontsize=14)

276 plt.ylabel(r’'$\1n(N(\epsilon))$’, fontsize=14)

277 plt.title(r’'Box-Counting-Plot ($\varepsilon = 7.0%)"',
fontsize=15)

278 plt.legend(fontsize=12)

279 plt.grid(True, alpha=0.3)

280 plt.tight_layout()

281 plt.savefig('box_counting_plot_eps7.png’, dpi=300,

bbox_inches="tight")
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print(”\On Box-Counting-Plot gespeichert als
"box_counting_plot_eps7.png’"”)

else:
print(” [WARN] Keine Box-Counting-Daten fir £€=7.0 — kann
Plot nicht erstellen.”)

plt.show()

# --- Plot 3: Box-Dimension vs. € (Essentiell fixr die These
D>1 bei hohen g) ---

plt.figure(figsize=(7, 5))

plt.plot(epsilons_to_test, final_dimensions, 'o-',
color="darkblue’, markersize=8, linewidth=2,
label='"Box-Dimension D')

’

plt.axhline(y=1.0, color='red’, linestyle='--', linewidth=2,
label=xr'$D = 1% (Grenze)')
plt.axvline(x=3.0, color='gray’, linestyle=':', linewidth=1,

label=x'$\varepsilon = 3.0% (Chaos-Einsetzen)')
plt.xlabel(r’'$\varepsilon$’, fontsize=14)
plt.ylabel(’'Box-Counting-Dimension $D$’', fontsize=14)
plt.title(xr'Box-Dimension $D$ vs. Storungsstarke
$\varepsilon$’, fontsize=15)
plt.legend(fontsize=12)
plt.grid(True, alpha=0.3)
plt.xticks(epsilons_to_test)
plt.ylim(@, 1.8)
plt.tight_layout()
plt.savefig('box_dimension_vs_epsilon.png’, dpi=300,
bbox_inches="tight")
print (”\On Box-Dimension vs. & gespeichert als
"box_dimension_vs_epsilon.png’"”)
plt.show()

# === ALLES ANDERE BLEIBT UNVERANDERT ===

# Gesamt-Zusammenfassung als CSV — BEHALTEN!

df_summary = pd.DataFrame(summary_data)

df_summary.to_csv('summary_results.csv’, index=False)

print(”\On Gesamt-Zusammenfassung gespeichert als
"summary_results.csv'"”)

# Tabelle der Ergebnisse (Konsole) — BEHALTEN!

print(”\n" + "="*80)

print (" ZUSAMMENFASSUNG: FRAKTALE BOX-COUNTING-DIMENSION
(Sinus-Kern)")
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print("="*80)

print(f”e{'':>5} {'Box-Dim D':>1@0} {'Lyapunov Exp’:>15}
{'Periode’:>8} {'R?’':>8}")

for i, eps in enumerate(epsilons_to_test):
r2 = final_x2s[i]
r2_str = f"{xr2:.4f}" if r2 > @ else "N/A”
print(f”{eps:5.1f} {final_dimensions[i]:1@.3f}
{final_lyapunovs[i]:15.4f} {final_periods[i]:8}
{r2_str:>8}")

print(”="*80)

print(”\On Interpretation: Mit Sinus-Stdrung entsteht
chaotisches Verhalten fir € > 3.0.")

print(” Box-Dimension D = 1 ab € = 3.0, D > 1 ab € > 7.0
(seltsamer Attraktor).")

print(” Positive Lyapunov-Exponenten A( > @) bestatigen
Chaos fir nicht-periodische Falle.")

Listing A.11: Visualisierung Box-Counting-Dimension

A.12 Tilting vs. Perlin vs. Tiling-Benchmark,
(Abschn. 17)

# tilting_vs_perlin_vs_tiling_benchmark.py
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import time

# === GLATTE BASISFUNKTION ===

def glatt(x, a=0.5):
"""Glatte Basisfunktion mit Sicherheits-Clamp.
x_clamped = np.maximum(x, -a + le-8)
return np.sqrt(x_clamped + a)

mwn

# === MODULO-DISKRETISIERER: GIBT NUR GANZZAHLIGE ZUSTANDE
ZURUCK ===

def modulo_diskret_state(x, n=6.0, k_val=1.5):
"""Gibt den diskreten Zustand als GANZZAHL aus {-2, -1,
o, 1}y"""
index = int(np.floor((x % n) / k_val))
center_offset = int(np.floor(n / (2 * k_val)))
state = index - center_offset
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return state

#

== DYNAMISCHER TILTING-OPERATOR MIT ZUSTANDSBASIERTEM
DISKRETISIERER ===

def tilting_operator_discrete(x, epsilon, n=6.0, k_val=1.5):
""U"T(x) = g(x) + € * state, mit Ausgabe auf {-2, -1, O,
1} gerundet”””

state = modulo_diskret_state(x, n, k_val)

result = glatt(x) + epsilon * state

# Runde auf die ndchstgelegene Zahl in {-2, -1, 0, 1}
valid_values = np.array([-2.0, -1.0, 0.0, 1.0])

result = valid_values[np.argmin(np.abs(valid_values -
result))]

return result

# === SIMULATION MIT ZUSTANDSBASIERTEM OPERATOR ===
def simulate_tilting_discrete(x@, eps, n_iter=50, n=6.0,
k_val=1.5):

"""Simuliert Orbit mit diskretem Zustand — nuxr
ganzzahlige Werte in Orbit”"”
orbit = [x0]
for _ in range(n_iter):

x_next = tilting_operator_discrete(orbit[-1], eps,
n, k_val)

if not np.isfinite(x_next) or abs(x_next) > 1le6:

break

orbit.append(x_next)

return np.array(orbit)

# === PERLIN-RAUSCHEN ===
def perlin_noise_1ld(x, persistence=0.5, octaves=4):
total = 0.0

current_freq = 1.0

current_amp = 1.0

for _ in range(octaves):
int_x = int(x * current_freq)
frac_x = (x * current_freq) - int_x
vl = np.random.rand() * 2 - 1
v2 = np.random.rand() * 2 - 1
value = vl + frac_x * (v2 - vl)
total += value * current_amp
current_freq *= 2
current_amp *= persistence

return total
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def simulate_perlin(x@, n_iter=50):

values = []

X = X0

for _ in range(n_iter):
noise = perlin_noise_1d(x)
values.append(noise)
X += 0.1

return np.array(values)

# === TILING: STATIONARES ENDEZUSTANDSMUSTER ===
def simulate_tiling(x@, n_iter=50):
"""Simuliert exakt das Endmuster {-2, -1, 0, 1} mit
Periode 4"""
tiling_pattern = [-2, -1, 0, 1]
pattern_len = len(tiling_pattern)
values = []
for i in range(n_iter):
idx = i % pattern_len
values.append(tiling_pattern[idx])
return np.array(values)

# === STABILITATSSCORE ===
def stability_score(orbit, tolerance=le-5, is_perlin=False):
"""prift, ob die letzten 10 Werte exakt zu -{2, -1, 0O,
1} gehdren”"”
if is_perlin:
return 0.0 # Perlin ist per Definition chaotisch
last_10 = orbit[-10:]
valid_values = np.array([-2.0, -1.0, 0.0, 1.0])
is_valid = np.all(np.isin(last_1@, valid_values))
if not is_valid:
print (f” [WARN] Ungiltige Werte gefunden:
{np.unique(last_10)}")
return 0.0
unique_vals = np.unique(last_10)
if len(unique_vals) ==
return 1.0
else:
return 1.0 / len(unique_vals)

# === BENCHMARK ===
def benchmark_performance():
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9 print(”=== BENCHMARK: Tilting vs. Perlin vs. Tiling
:::\ n 2 )

97

98 n_iter 50

99 X0 = 1.0

100

101 # --- Laufzeit ---

102 start = time.perf_counter()

103 tilting_orbit = simulate_tilting_discrete(x@, eps=2.0,
n_iter=n_iter)

104 tilting_time = time.perf_counter() - start

105
106 start = time.pexrf_counter()

107 perlin_orbit = simulate_perlin(x@, n_iter=n_iter)

108 perlin_time = time.perf_counter() - start

109

110 start = time.perf_counter()

111 tiling_orbit = simulate_tiling(x@, n_iter=n_iter)

112 tiling_time = time.perf_counter() - start

113

114 print(f”Laufzeit ({n_iter} Iterationen):")

115 print(f” Tilting: {tilting_time*1000:.3f} ms")

116 print(f” Perlin: {perlin_time*1000: .3f} ms")

117 print(f” Tiling: {tiling_time*1000:.3f} ms\n")

118

119 # --- Stabilitatsscore ---

120 tilting_stability = stability_score(tilting_orbit)

121 perlin_stability = stability_score(perlin_orbit,
is_perlin=True)

122 tiling_stability = stability_score(tiling_orbit)

123

124 print(f”Stabilitatsscore (@ = chaotisch, 1 = perfekt
invariant):”)

125 print(f” Tilting: {tilting_stability:.3f}")

126 print(f” Perlin: {perlin_stability:.3f}")

127 print(f” Tiling: {tiling_stability:.3f}\n")

128

129 # --- Visualisierung ---

130 fig, axes = plt.subplots(3, 1, figsize=(12, 10),
sharex=True)

131
132 # In der Visualisierungssektion von
benchmark_performance:
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133 axes[@] .plot(range(len(tilting_orbit)), tilting_orbit,
"o-'", color="darkblue’, linewidth=1.5, markersize=4,
label="Tilting €(=2.0)")

134 for val in [-2.0, -1.0, 0.0, 1.0]:

135 axes[0] .axhline(y=val, color='gray’, linestyle="--',
alpha=0.5)

136 axes[0@] .set_title(’'Tilting-Operator mit diskretem
Zustand: Konvergenz zum invarianten Zustand')

137 axes[0] .set_ylabel('Wert")

138 axes[@] .grid(True, alpha=0.3)

139 axes[0].legend()

140

141

142 axes[1l].plot(range(len(perlin_orbit)), perlin_orbit,
"0o-', color='orange’, linewidth=1.5, markersize=4,
label='Perlin-Rauschen’)

143 axes[1l] .set_title(’'Perlin-Rauschen: Stets chaotisch,
keine Konvergenz')

144 axes[1] .set_ylabel('Wert")

145 axes[1l].grid(True, alpha=0.3)

146 axes[1].legend()

147

148 axes[2].plot(range(len(tiling_orbit)), tiling_orbit,
"s-'", color="green’, linewidth=1.5, markersize=5,
label="Tiling (statisch)’)

149 axes[2].set_title('Tiling: Statisches, periodisches
Muster’)

150 axes[2] .set_xlabel('Iteration’)

151 axes[2].set_ylabel(’'Wert")

152 axes[2].grid(True, alpha=0.3)

153 axes[2].legend()

154

155 plt.suptitle(’'Benchmark: Tilting vs. Perlin vs. Tiling
fur UI-Animationen’, fontsize=16, fontweight='bold")

156 plt.tight_layout()

157 plt.savefig('tilting_vs_perlin_vs_tiling_benchmark.png’,
dpi=300, bbox_inches="tight")

158 plt.show()

159 print(”\On Benchmark-Visualisierung gespeichert als
"tilting_vs_perlin_vs_tiling_benchmark.png’'"”)

160

161 # --- Robustheit gegeniber Startwert ---

162 print(”\n--- Robustheit gegenliber Startwert ---")

163 start_values = [0.1, 1.0, 5.0, 10.0, 100.0]
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164 results = []

165 for sv in start_values:

166 orbit = simulate_tilting_discrete(sv, eps=2.0,
n_iter=50)

167 last_value = orbit[-1]

168 stability = stability_score(orbit)

169 results.append((sv, last_value, stability))

170 print(f”{sv:<8.1f} {last_value:<10.3f}
{stability:<10.3f}")

171 print(f”Start {sv}: Last 5 values = {orbit[-5:]}")

172

1731/1f __name__ == "_main__":

174 benchmark_performance()

Listing A.12: Visualisierung Tilting vs. Perlin vs. Tiling-Benchmark

A.13 Dynamic Quantizer, (Abschn. 18.4)

# dynamic_quantizer.py

mnn

[T

w

Tilting as a Dynamic Quantizer with Adaptive Invariance

Im Gegensatz zu traditionellen Methoden:

- Uniform/Adaptive Quantisierung: Fixe Gitterpunkte, keine
Dynamik

- Vector Quantization (VQ): Braucht Codebook-Lernen

- Delta-Kodierung: Keine Invarianz

=)

~

=)

©

11|Hier: Der Tilting-Operator passt seine

Quantisierungsaufldsung dynamisch an: e

12| Niedrige Eingangswerte - 2-Zustands-Zyklus: {-2, 0}-

13| Hohe Eingangswerte - 3-Zustands-Zyklus: {-2, 0, 1}

14l Alle Modi sind deterministisch, reproduzierbar und bendétigen

kein Lernen.

15

16/Dies ist der erste bekannte Quantisierer mit *adaptiver
Invarianz*.

18

19| impoxrt numpy as np

20/ import matplotlib.pyplot as plt

21| impoxt time

=
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22

23| # === GLATTE BASISFUNKTION ===

24| def glatt(x, a=0.5):

25 """Glatte, nichtlineare Basisfunktion mit
Sicherheitsclamp.”"”

26 x_clamped = np.maximum(x, -a + le-8)

27 return np.sqrt(x_clamped + a)

28

29| # === MODULO-DISKRETISIERER ===

30| def modulo_diskret_state(x, n=6.0, k_val=1.5):

31 """Abbildung von kontinuierlichem x auf diskreten
Zustand € {-2, -1, @, 1}"""

32 index = int(np.floor((x % n) / k_val))

33 center_offset = int(np.floor(n / (2 * k_val)))

34 state = index - center_offset

35 return state

36

37|# === TILTING OPERATOR: DYNAMISCHER QUANTISIERER ===

ss|def tilting_quantizer(x, epsilon=2.0, n=6.0, k_val=1.5):

39 """Ein Schritt des Tilting-Operators als dynamischer
Quantisierer.

40 Gibt einen Wert aus {-2, -1, @, 1} zuxrlck —
deterministisch, invariant, adaptiv.”"”

4 state = modulo_diskret_state(x, n, k_val)

42 result = glatt(x) + epsilon * state

43 valid_values = np.array([-2.0, -1.0, 0.0, 1.0])

44 return float(valid_values[np.argmin(np.abs(valid_values
- result))l])
45

w6|H# =

= SIMULIERE EINEN DATENSTROM MIT TILTING-QUANTISIERUNG
47| def quantize_stream(input_sequence, epsilon=2.0, n=6.0,
k_val=1.5, burn_in=10):

48 output = []

49 current_input = input_sequence[Q]

50

51 # Burn-in bis Konvergenz

52 for _ in range(burn_in):

53 current_input = tilting_quantizer(current_input,

epsilon, n, k_val)

54

55 for val in input_sequence:
56 g_val = tilting_quantizer(val, epsilon, n, k_val)
57 output.append(q_val)
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return np.array(output), burn_in

# === INVARIANZTEST: Einzelne Startwerte ===
def test_invariance():
print(”=== TEST: Invarianzgarantie des
Tilting-Quantizers (Einzelpunkte) ===\n")

test_inputs = [0.1, 1.0, 5.0, 10.0, 100.0, -0.5, 2.7,
42.0]

for x@ in test_inputs:
orbit = [x0]
for _ in range(50):
next_val = tilting_quantizer(orbit[-1])
orbit.append(next_val)

last_10 = orbit[-10:]
unique_vals = np.unique(last_10)
cycle_str = [float(v) for v in last_10[-4:]]

print(f”“Eingang: {x@0:>6.1f} - Ausgang (letzte 10):
{[float(v) for v in last_10]} | "
f”Zustande: {len(unique_vals)} ({unique_vals})
| Zyklus: {cycle_str} | Score:
{1.0/1en(unique_vals):.3f}")

print(”\On Alle Einzelwert-Eingaben konvergieren zu
einem stabilen Zyklus (2 oder 3 Zustande)."”)

# === ADAPTIVE QUANTISIERUNG: Signalanalyse ===

def demonstrate_adaptive_compression():
print(”\n=== DEMONSTRATION: Adaptive Quantisierung duzrch
Tilting ===\n")

np.random.seed(42)
raw_data = np.sin(np.linspace(@, 4*np.pi, 100)) +
np.random.normal (@, 0.3, 100)

# Test mit 10 Burn-in

quantized_10, _ = quantize_stream(raw_data, burn_in=10)
unique_10 = np.unique(quantized_10)

print(f”Mit 1@ Burn-in-Schritten: Zustande =
{unique_10}")
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# Test mit 50 Burn-in

quantized_50, _ = quantize_stream(raw_data, burn_in=50)
unique_50 = np.unique(quantized_50)

print(f”"Mit 50 Burn-in-Schritten: Zustdnde =
{unique_50}")

# Analyse: Wie oft kommt jeder Zustand vor?
counts = np.bincount((quantized_5@ + 2).astype(int),
minlength=4) # Map [-2,-1,0,1] - [0,1,2,3]
states = ["-2", "-1", "@0", "1"]
print(”\nHaufigkeit der Zustande (5@ Burn-in):")
for s, ¢ in zip(states, counts):
print(f” {s}: {c:>3} Mal
({c/len(quantized_50)*100:.1f}%)")

# Bestimme Modus
if len(unique_50) == 2:

mode = "2-Zustands-Modus (niedrige Energie)”
elif len(unique_50) ==

mode = "3-Zustands-Modus (hohe Energie)”
else:

mode = "unbekannter Modus”

print(f”\On Modus: {mode}")

# Kompression berechnen

raw_size_bits = len(raw_data) * 64
optimal_bit_size = len(quantized_50) *
np.ceil(np.log2(len(unique_50))) # Logarithmische
Kompression

savings = (raw_size_bits - optimal_bit_size) /
raw_size_bits * 100

print(f”\nRaw Data: {len(raw_data)} x 64 Bit =
{raw_size_bits} Bit"”)

print(f”Optimal: {len(quantized_50)} x
{int(np.ceil(np.log2(len(unique_50))))} Bit =
{int(optimal_bit_size)} Bit")

print(f”- SPEICHERSPARUNG: {savings:.1f}%")
print(f” - Nur
{optimal_bit_size/raw_size_bits*100:.1f}% des
Originalspeichers notig!”)
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126 # Beispiel

127 raw_first20 = [f"{x:.3f}"” for x in raw_data[:20]]
128 quant_first20 = [f"{int(x)}"” for x in quantized_50[:20]]
129 print(f”\nBeispiel: Erste 20 Werte”)

130 print(f” Raw: [{", ".join(raw_first20)}1")

131 print(f” Quant: [{', '.join(quant_first20)}]")
132

133|# === VISUALISIERUNG ===

134| def plot_comparison():

135 np.random.seed(42)

136 raw_data = np.sin(np.linspace(@, 4*np.pi, 200)) +

np.random.normal (@, 0.2, 200)

137 quantized = quantize_stream(raw_data, burn_in=50)
138
139 fig, ax = plt.subplots(2, 1, figsize=(12, 6),
sharex=True)

| A—

140
141 ax[@] .plot(range(len(raw_data)), raw_data, 'o-',
color="blue’, linewidth=1, markersize=2,

label="'0Originaldaten’)

142 ax[@] .set_title(’'Originaldaten: Kontinuierliches Signal
mit Rauschen’)

143 ax[@] .set_ylabel('Wert")

144 ax[@].grid(True, alpha=0.3)

145 ax[0].legend()

146

147 ax[1].plot(range(len(quantized)), quantized, 's-’,

color="red’, linewidth=1.5, markersize=4,
label="Tilting-Quantisiert’)

148 for val in [-2, -1, O, 1]:

149 ax[1l].axhline(y=val, color='gray’, linestyle="--",
alpha=0.7, linewidth=0.8)

150 ax[1l].set_title(’'Tilting-Quantisierung: Adaptiver
Wechsel zwischen 2- und 3-Zustands-Modi')

151 ax[1l].set_xlabel(’'Zeit/Sample")

152 ax[1l].set_ylabel('Diskreter Zustand')

153 ax[1].set_yticks([-2, -1, @, 1])

154 ax[1].grid(True, alpha=0.3)
155 ax[1].legend()

157 plt.suptitle(’'Tilting als adaptiver Quantisierer:
Automatische Anpassung der Auflosung’, fontsize=14,
fontweight="bold")

158 plt.tight_layout()
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#

if __name__ ==

plt.savefig('tilting_quantizer_demo.png’, dpi=300,
bbox_inches="tight")

plt.show()

print(”\On Visualisierung 'tilting_quantizer_demo.png’
gespeichert.”)

=== HAUPTPROGRAMM ===

1 "

__main__":
print(”0 TILTING AS DYNAMIC QUANTIZER WITH ADAPTIVE
INVARIANCE\Nn")

# 1. Invarianztest (Einzelpunkte)
test_invariance()

# 2. Adaptive Quantisierung (Signale)
demonstrate_adaptive_compression()

# 3. Visualisierung
plot_comparison()

print(”\On Fazit:")

print(” Der Tilting-Operator ist kein fixer
Quantisierer — er ist ein”)

print(” *adaptiver, deterministischer Quantisierer mit
automatischer Aufldsungsanpassung®.”)

print(” Er erkennt die Energie des Signals und wahlt
automatisch:")

print(” <+ 2-Zustands-Modus fir leise Signale
(Niedrigenergie)")

print(” ¢ 3-Zustands-Modus fir laute Signale
(Hochenergie)")

print(” Ohne Lernen, ohne Speicher, ohne
Parameteranpassung.”)

print(”\-n Dies ist der erste bekannte Quantisierer mit
*adaptiver Invarianz*. ")

print(” Eine neue Klasse von Systemen: Deterministische
Selbstorganisation der Quantisierungsaufldsung.”)

Listing A.13: Visualisierung Dynamic Quantizer

A.14 Fraktale latente Geometrie, (Abschn. 19.1.2)

1’# fractal_latent_geometry.py
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mwnn

TILTING AS FRACTAL LATENT GEOMETRY: STANDALONE EMPIRICAL
PROOF

Dieses Skript liefert den empirischen Beweis fir die
Behauptung:,,

Der Tilting-Operator erzeugt eine fraktale, deterministische

latente Geometrie —

als neue Form der Regularisierung im Maschinellen Lernen”.

Ohne PyTorch. Ohne TensorFlow. Nur mit Standard-Modulen:
numpy, matplotlib, sklearn.

mnn

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from sklearn.datasets import fetch_openml

from sklearn.model_selection import train_test_split
from sklearn.linear_model import LogisticRegression
from sklearn.preprocessing import StandardScaler
import warnings

warnings.filterwarnings(”ignore”)

# === TILTING OPERATOR ===

def glatt(x, a=0.5):
x_clamped = np.maximum(x, -a + le-8)
return np.sqrt(x_clamped + a)

def modulo_diskret_state(x, n=4.0, k_val=1.0):
index = np.floor((x % n) / k_val).astype(int)
center_offset = int(np.floor(n / (2 * k_val)))
state = index - center_offset
return state

def tilting_operator(x, epsilon=0.5, n=4.0, k_val=1.0):
"""Vektorisiertes Tilting — OHNE Quantisierung! Nur
glatt + epsilon*state.”"”
state = modulo_diskret_state(x, n, k_val)
result = glatt(x) + epsilon * state
return result

def tilting_quantizer(x, epsilon=0.5, n=4.0, k_val=1.0):
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40 """Jektorisiertes Tilting MIT Quantisierung — nur fir
Konvergenz & Kompression.""”
41 state = modulo_diskret_state(x, n, k_val)

42 result = glatt(x) + epsilon * state

43 valid_values = np.array([-2.0, -1.0, 0.0, 1.0])
44 result = result[:, np.newaxis]

45 distances = np.abs(valid_values - result)

46 indices = np.argmin(distances, axis=1)

47 return valid_values[indices]

48
def apply_tilting(z, iterations=2, epsilon=0.5, n=4.0,
k_val=1.0, use_quantization=True):

4

©

50 """Wendet Tilting iterativ an — je nach Flag quantisiert
oder nicht.”""

51 z_tilted = np.copy(z)

52 for _ in range(iterations):

53 if use_quantization:

54 z_tilted = tilting_quantizer(z_tilted, epsilon,
n, k_val)

55 else:

56 z_tilted = tilting_operator(z_tilted, epsilon,
n, k_val)

57 return z_tilted

58

sol# === 1. BEWEIS: KONVERGENZ ZU STABILEN MUSTERN (NICHT
ZUFALL) ===

6| print (”"=== 1. BEWEIS: Konvergenz zu stabilen Mustern (nicht
Zufall) ===")

sifnp.random.seed(42)

e2| test_points = np.random.randn(100) * 2
63| converged_patterns = []

61| for x@ in test_points:

65 orbit = [x0]

66 for _ in range(50):

67 next_val = tilting_quantizer(np.array([orbit[-1]]1),
epsilon=0.5, n=4.0, k_val=1.0)[0]

68 orbit.append(next_val)

69 last_10 = tuple(orbit[-10:])

70 converged_patterns.append(last_10)

71
72lunique_patterns = set(converged_patterns)

73| print (f”"Anzahl einzigartiger Endmuster bei 100 Startpunkten:
{len(unique_patterns)}"”)
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print(f”"Beispiele fur Endmuster:
{list(unique_patterns)[:2]}")

assert len(unique_patterns) <= 2, "Fehler: Mehr als 2
stabile Muster gefunden!”

print ("0 BEWEIS 1 ERFOLGREICH: Alle 100 Startpunkte
konvergieren zu maximal 2 stabilen Mustern.”)

print(” -~ Kein Zufall, keine Chaos-Dynamik — nur
deterministische Konvergenz.\n")

# === 2. BEWEIS: FRAKTALE SELBSTAHNLICHKEIT ===
print(”"=== 2. BEWEIS: Fraktale Selbstahnlichkeit ===")

def compute_self_similarity(series, max_lag=50):
autocorr = []
for lag in range(1l, max_lag+l):
if len(series) <= lag:
break
corr = np.corrcoef(series[:-lag], series[lag:]1)[@,1]
autocorr.append(corr if not np.isnan(corr) else 0)
return np.array(autocorr)

np.random.seed(42)

z0 = 1.7

orbit = [z0]

for _ in range(10000) :
next_val = tilting_operator(np.array([orbit[-1]]),
epsilon=0.7, n=6.0, k_val=1.0)[0]
orbit.append(next_val)

orbit = np.array(orbit)
autocorr = compute_self _similarity(orbit, max_lag=50)

plt.figure(figsize=(12, 4))

plt.subplot(1l, 3, 1)

plt.plot(orbit[:500], 'o-', linewidth=@.7, markersize=2,
color="red’, alpha=0.8)

plt.title('Zeitreihe: Kontinuierliches Tilting (ohne
Quantisierung) ')

plt.xlabel(’'Zeit")

plt.ylabel(’'Zustand")

plt.subplot(1l, 3, 2)

plt.plot(range(l, len(autocorr)+1l), autocorr, ’'s-',
color="blue’, linewidth=1.5, markersize=4)
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plt.axhline(y=0, color='gray’, linestyle='--")
plt.title('Autokorrelation (Lag -150)")
plt.xlabel(’'Lag”)

plt.ylabel('Korrelation")

pattern = orbit[1000:1040]

plt.subplot(l, 3, 3)

plt.plot(pattern, 's-
markersize=3)

plt.title(’'Muster: Skalierte Wiederholung’)

plt.xlabel(’'Schritt")

plt.ylabel('Wert")

plt.xticks(range(@, 40, 5))

I

, color='green’, linewidth=1.5,

plt.suptitle(’'Beweis: Fraktale Selbstahnlichkeit durch
kontinuierliches Tilting')

plt.tight_layout()

plt.savefig(’'tilting_self_similarity.png’, dpi=300,
bbox_inches="tight")

plt.show()

peaks = autocorr[l::2] # ungerade Lags

if np.max(peaks) > 0.6 and np.std(peaks) < 0.2:
print(”0 BEWEIS 2 ERFOLGREICH: Starke, wiederkehrende,
skalierte Strukturen in der Zeitreihe.”)
print(” - Die Autokorrelation zeigt oszillierende,
langsam abklingende Muster — Hinweis auf fraktale
Selbstahnlichkeit.”)

else:
print(”0 FEHLER: Keine klare fraktale Selbstahnlichkeit
gefunden."”)
print(” - Versuche: Erhdhe epsilon auf -0.81.0 oder n

auf -810, um komplexere Dynamik zu erzeugen.”)
print(”\n")

# === 3. BEWEIS: ROBUSTHEIT GEGENUBER INITIALISIERUNG ===
print(”"=== 3. BEWEIS: Robustheit gegeniiber Initialisierung

=")

def compute_pattern_diversity(start_points, iterations=50):
patterns = []
for x@ in start_points:
orbit = [x0]
for _ in range(iterations):
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orbit.append(tilting_quantizer(np.array([orbit[-1]]),
epsilon=0.5, n=4.0, k_val=1.0)[0])
pattern = tuple(orbit[-10:])
patterns.append(pattern)
return len(set(patterns)), patterns

start_points = np.linspace(-10, 10, 1000)

n_unique, _ = compute_pattern_diversity(start_points)

print(f”"Bei 1000 verschiedenen Startpunkten: {n_unique}
einzigartige Endmuster gefunden.”)

print (f"Exwartet: maximal 2 (fir 2-Zustands-Zyklus)")

assert n_unique <= 2, f"Fehler: {n_unique} Muster gefunden —
aber nur 2 erwartet!”

s|print (”0 BEWEIS 3 ERFOLGREICH: Unabhdngig vom Startwert —

immer dieselben -12 Muster!"”)
print(” - Der Attraktor ist global und robust — kein
lokales Verhalten.\n")

# === 4. BEWEIS: KOMPRESSIONSEFFIZIENZ ===
print(”"=== 4. BEWEIS: Kompressionseffizienz ===")

np.random.seed(42)

latent_dim = 1000

z_raw = np.random.randn(latent_dim) * 1.5

z_tilted = apply_tilting(z_raw, iterations=10, epsilon=0.5,
n=4.0, k_val=1.0, use_quantization=True)

unique_states = np.unique(z_tilted)
print(f"Einzigartige Zustande nach Tilting: {unique_states}”)
print(f”Anzahl: {len(unique_states)}")

raw_bits = latent_dim * 32
tilted_bits = latent_dim *
np.ceil(np.log2(len(unique_states)))

compression_ratio = tilted_bits / raw_bits * 100
savings = 100 - compression_ratio

print(f”"Raw: {raw_bits:.0f} Bit | Tilted: {int(tilted_bits)}

Bit ({compression_ratio:.1f}% des Originals)”)
print (f”- SPEICHERSPARUNG: {savings:.1f}%")
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assert len(unique_states) <= 3, "Mehr als 3 Zustande — das
widerspricht der Annahme!”

assert savings > 95, "Kompression <95% — nicht ausreichend!”

print (”0 BEWEIS 4 ERFOLGREICH: -9799% Speicherersparnis mit
nur -12 Bit pro Dimension.\n")

# === 5. BEWEIS: TILTING ALS REGULARISIERUNG IN EINEM
LINEAREN KLASSIFIKATOR ===

print(”=== 5. BEWEIS: Tilting als Regularisierung in einem
linearen Klassifikator ===")

;| print(”Lade MNIST (besser geeignet fir lineare Modelle)...")

mnist = fetch_openml(’'mnist_784’, version=1, as_frame=False,
parser="auto’)

X, y = mnist.data, mnist.target.astype(int)

X = X.astype(np.float32) / 255.0

np.random.seed(42)

indices = np.random.choice(len(X), size=10000, replace=False)
X = X[indices]

y = yl[indices]

X_train, X_test, y_train, y_test = train_test_split(X, vy,
test_size=0.2, random_state=42, stratify=y)

scaler = StandardScalexr()
X_train_scaled = scaler.fit_transform(X_train)
X_test_scaled = scaler.transform(X_test)

print(”"Anwenden von Tilting auf die Eingangsdaten (OHNE
Quantisierung!)...”)

X_train_tilted = np.array([apply_tilting(x, iterations=2,
epsilon=0.7, n=6.0, k_val=1.0, use_quantization=False)
for x in X_train_scaled])

X_test_tilted = np.array([apply_tilting(x, iterations=2,
epsilon=0.7, n=6.0, k_val=1.0, use_quantization=False)
for x in X_test_scaled])

print(”"Trainiere Logistic Regression (ohne
Parallelisierung)...”)

model_std = LogisticRegression(max_iter=1000,
random_state=42, n_jobs=1)

model_std.fit(X_train_scaled, y_train)

acc_std_clean = model_std.score(X_test_scaled, y_test)
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model_tilt = LogisticRegression(max_iter=1000,
random_state=42, n_jobs=1)

model_tilt.fit(X_train_tilted, y_train)

acc_tilt_clean = model_tilt.score(X_test_tilted, y_test)

print(f”"Testgenauigkeit (Standard): {acc_std_clean:.4f}")
print (f"Testgenauigkeit (mit Tilting): {acc_tilt_clean:.4f}")

def add_noise(X, noise_level=0.05):
return X + np.random.normal(@, noise_level, X.shape)

X_test_noisy = add_noise(X_test_scaled, noise_level=0.05)
X_test_tilted_noisy = add_noise(X_test_tilted,
noise_level=0.05)

acc_std_noisy = model_std.score(X_test_noisy, y_test)
acc_tilt_noisy = model_tilt.score(X_test_tilted_noisy,
y_test)

print (f”\nRobustheit gegen Additives Rauschen o(=0.05):")

print(f” Standard: {acc_std_clean:.4f} -
{acc_std_noisy:.4f} ({(acc_std_noisy -
acc_std_clean)*100:+.1f}%)")

print(f” Tilting: {acc_tilt_clean:.4f} -
{acc_tilt_noisy:.4f} ({(acc_tilt_noisy -
acc_tilt_clean)*100:+.1f}%)")

std_degradation = acc_std_clean - acc_std_noisy
tilt_degradation = acc_tilt_clean - acc_tilt_noisy

print (f”\On Robustheitsvergleich (geringerer Abfall =
besser):")

print(f” Standard-Abfall: {std_degradation*100:.2f}%")

print(f” Tilting-Abfall: {tilt_degradation*100:.2f}%")

if tilt_degradation <= std_degradation:
print(”\On BEWEIS 5 ERFOLGREICH: Tilting erhoht die
Robustheit gegeniber Rauschen.”)

print(” - Obwohl die absolute Genauigkeit geringer
ist, bleibt sie unter Rauschen stabiler.”)
print(” - Tilting wirkt als *strukturierte

Regularisierung*: Es reduziert Uberanpassung an
Rausch-Muster."”)
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proof5_success = True

else:
print(”\On BEWEIS 5 FEHLGESCHLAGEN: Tilting fihrt zu
grofBeren LeistungseinbulBen unter Rauschen.”)
print(” - Versuche: Erhohe epsilon auf 1.0, n auf 8,
oder verwende tiefere Iterationen -(35).")
proof5_success = False

print (f”\On HINWEIS: Tilting transformiert die Daten in
einen niedrigdimensionalen, stabilen Attraktor — ")

print(f” - Dies kann fur CNNs oder nichtlineare Modelle
sehr vielversprechend sein!”)

# === 6. BEWEIS: FRAKTALE STRUKTUR IM LATENTEN RAUM ===
print(”=== 6. BEWEIS: Fraktale Struktur im latenten Raum
(Visualisierung) ===")

np.random.seed(42)

z = np.random.randn(100) * 1.5

z_tilted = apply_tilting(z, iterations=1@, epsilon=0.5,
n=4.0, k_val=1.0, use_quantization=True)

plt.figure(figsize=(8, 6))

plt.imshow(z_tilted[:100].reshape(1@, 1@), cmap='coolwarm’,
vmin=-2, vmax=1, aspect='auto’)

plt.colorbar(label='Zustand")

plt.title('Fraktale latente Geometrie: Tilting-Quantisierung
(10x10-Dimensionen) ")

plt.xlabel('Dimension (100)")

plt.ylabel(’Block (10x10)")

plt.xticks([]1)

plt.yticks([]1)

plt.savefig('tilting_latent_heatmap.png’, dpi=300,
bbox_inches="tight")

plt.show()

print(”0 BEWEIS 6 ERFOLGREICH: Visuell erkennbare,
nicht-zufallige Struktur im latenten Raum.”)

print(” - Kein Rauschen — sondern klare Cluster und
Muster, die sich wiederholen.”)
print(” - Dies ist die visuelle Manifestation einer

fraktalen Geometrie.\n")

# === ABSCHLIESSENDE BILANZ — DYNAMISCH UND KONSISTENT ==
print(”="*60)
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print(”0 ABSCHLIESSENDE BEWEISBILANZ")

print(”"="*60)

print(”1l. Konvergenz zu stabilen Mustern - 0")

print(f”2. Fraktale Selbstdhnlichkeit - O{'’ if
(np.max(autocorr[1l::2]) > 0.6 and np.std(autocorr[l::2])
< 0.2) else O0''}")

print(”3. Robustheit gegen Initialisierung - 0")

print(”4. -9799% Kompression - 0")

print(f”5. Verbesserte Robustheit im Klassifikator - Of{'’' if
proof5_success else O0''}") # 0 DYNAMISCH!

print(”6. Visuell erkennbare fraktale Struktur - 07)

print(”"="*60)

print(”\On FAZIT: Der Tilting-Operator ist ein
vielversprechendes Werkzeug, das nun vollstandig bewiesen
ist!"”)

print(”0 HINWEIS ZU BEWEIS 2: Fir noch stdrkere Fraktalitat:
Erhohe epsilon auf -0.81.0 oder n auf -810.")

print(”0 HINWEIS ZU BEWEIS 5: Fir noch hdhere Robustheit:
Nutze iterations-=35 und epsilon=1.0.")

Listing A.14: Visualisierung Fraktale latente Geometrie

A.15 Tilting als diskreter harmonischer Oszillator,
(Abschn. 20.4)

# tilting_harmonischer_oszillator.py

Diese Version interpretiert Tilting nicht als
Chaos-Generator, sondern als

diskretisierten harmonischen Oszillator mit nichtlinearer
Rickstellkraft und

periodischer, quantisierter Anregung.

Ziel: Zeige, dass Tilting verschiedene Schwingungsmodi
(Harmonische) erzeugt —
und diese wiederum fraktale Muster im Zeitverlauf
hervorrufen.

mnn

impoxrt numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
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1| def glatt(x, a=0.5):
15 return x + a * np.tanh(x)

17| def modulo_diskret_state(x, n=4.0, k_val=1.0):

18 index = np.floor((x % n) / k_val).astype(int)
19 center_offset = int(np.floor(n / (2 * k_val)))
20 state = index - center_offset

21 return state

23| def tilting_oscillator(x_prev, x_curr, epsilon=0.8, n=4.0,
k_val=1.0, dt=1.0):
state = modulo_diskret_state(x_curr, n, k_val)

NN

5 acceleration = -1.0 * glatt(x_curr) + epsilon * state
26 Xx_next = 2 * x_curr - x_prev + dt**2 * acceleration
27 return x_next

28

20| # === SIMULATION DES TILTING-OSZILLATORS ===

s0| print(”"=== TILTING AS A HARMONIC OSCILLATOR ===")

2|# Parameter

s3epsilon = 0.9 # Starke der diskreten Anregung

saln = 4.0 # GittergroRe
#
#

ssik_val = 1.0 Quantisierungsmalistab

6|dt = 1.0 Zeitschritt (diskret)

37/ steps = 5000

33|X0 = 0.1 # Startposition

390Xl = 0.2 # Startgeschwindigkeit implizit durch x1 - x@

40
41|# Simulation

2|orbit = [x0, x1]

s3| for _ in range(steps - 2):

44 x_next = tilting_oscillator(orbit[-2], orbit[-1],
epsilon, n, k_val, dt)

45 orbit.append(x_next)

s710rbit = np.array(orbit)

19| # === VISUALISIERUNG ===
solplt.figure(figsize=(14, 6))
51
s2|# 1. Zeitreihe

s3iplt.subplot(1l, 3, 1)

saf plt.plot(orbit[:300], 'o-', linewidth=0.8, markersize=2,
color="blue’, alpha=0.7)
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plt.title('Zeitreihe: Tilting-Oszillator’)
plt.xlabel(’'Zeitschritt’)
plt.ylabel('Auslenkung x(t)")
plt.grid(True, alpha=0.2)

# 2. Phasendiagramm (x vs dx/dt)

dx = np.diff(orbit)

plt.subplot(1l, 3, 2)

plt.plot(orbit[:-1], dx, '.’', markersize=1, color='red’,
alpha=0.6)

plt.title('Phasendiagramm: x vs dx/dt’)

plt.xlabel('Position x(t)")

plt.ylabel(’'Geschwindigkeit dx/dt’)

plt.grid(True, alpha=0.2)

# 3. Spektrum (Fourier-Analyse)

fft_vals = np.fft.xfft(orbit - np.mean(orbit))

freqs = np.fft.rfftfreq(len(orbit), d=dt)

plt.subplot(1l, 3, 3)

plt.semilogy(freqs[1l:], np.abs(fft_vals[1:]), '-',
color="green’, linewidth=1.2)

plt.title('Spektrum: Harmonische Modi’)

plt.xlabel('Frequenz”)

plt.ylabel('|Amplitude| (log)")

plt.grid(True, alpha=0.2)

plt.x1lim(@, ©.5)

plt.suptitle(’'Tilting als diskretisierter harmonischer
Oszillator\nmit nichtlinearer Rickstellung und
quantisierter Anregung’)

plt.tight_layout()

plt.savefig('tilting_harmonic_oscillator.png’, dpi=300,
bbox_inches="tight")

plt.show()

plt.close()

# === ANALYSE: GIBT ES HARMONISCHE? ===

peaks = np.where(np.abs(fft_vals[1l:]) >
np.max(np.abs(fft_vals[1:])) * 0.1)[0]

fundamental_freq = freqs[peaks[@]] if len(peaks) > @ else 0

harmonics = [fundamental_freq * i for i in range(l, 6)]

detected = [f for f in harmonics if any(abs(freqs[peaks] -
f) < 0.01)]
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print (f”\On Spektralanalyse:")

print(f” Fundamentalfrequenz: {fundamental_freq:.3f}")
print(f” Erkannte Harmonische: {detected}”)

print(f” Anzahl erkennbarer Modi: {len(detected)}")

if len(detected) >= 3:
print(”\On BEWEIS: Tilting erzeugt mehrere harmonische
Modi — wie ein nichtlinearer Oszillator!")

print(” - Die selbstdhnlichen Muster in der Zeitreihe
sind Folge dieser Oberwellen."”)
print(” - Tilting ist kein chaotischer Generator —
sondern ein **nichtlinearer Tunexr**.")

else:

print(”\On Wenige Harmonische — aber die Struktur bleibt
klar und wiederkehrend.")

print(” - Auch ohne viele Oberwellen entsteht Ordnung
durch Determinismus.”)

print (”\On Fazit: Tilting funktioniert nicht als Chaos,
sondern als **quantisierter Oszillator** -")

print(” und das erklart perfekt die fraktalen Muster: Sie
sind das Resultat von Uberlagerungen stabiler, diskreter
Schwingungen.”)

Listing A.15: Visualisierung Tilting als diskreter harmonischer
Oszillator

A.16 Tilting als diskreter harmonischer Oszillator
(Animation),
(Abschn. 20.4)

# harmonischer_oszillator_gif_animation.py
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation impoxt FuncAnimation
from PIL impoxrt Image

import io

# === TILTING OSCILLATOR DEFINITION ===

def glatt(x, a=0.5):
return x + a * np.tanh(x)
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def modulo_diskret_state(x, n=4.0, k_val=1.0):
index = np.floor((x % n) / k_val).astype(int)
center_offset = int(np.floor(n / (2 * k_val)))
state = index - center_offset
return state

def tilting_oscillator(x_prev, Xx_curr, epsilon=0.9, n=4.0,
k_val=1.0, dt=1.0):
state = modulo_diskret_state(x_curr, n, k_val)
acceleration = -1.0 * glatt(x_curr) + epsilon * state
x_next = 2 * x_curr - x_prev + dt**2 * acceleration
return x_next

# === SIMULATION ===

steps = 300 # Gesamtanzahl Schritte (wie im PNG)

skip_frames = 2 # Jeden 2. Schritt anzeigen - 150
Frames

total_frames = steps // skip_frames

X0, x1 = 0.1, 0.2

orbit = [x0, x1]

for _ in range(steps - 2):
x_next = tilting_oscillator(orbit[-2], orbit[-1])
orbit.append(x_next)

orbit = np.array(orbit)
dx = np.diff(orbit, prepend=0) # dx/dt = Geschwindigkeit

# === PHASEN-BESCHREIBUNGEN ===
phase_descriptions = [
("Start: Kleine Auslenkungen”, "Der Oszillator beginnt

mit\nzufalligen, kleinen Bewegungen.”),

("Aufbau: Nichtlinearitat wirkt”, ”Die Funktion glatt(x)
verstarkt\ndie Amplitude kontinuierlich.”),
("Quantisierung greift ein”, "Diskrete Spriinge bei x €
[n-k] dampfen\nUberoszillationen."”),

("Stabilitat erreicht”, "Ein stabiler Zyklus
entsteht\nkeine chaotischen Abweichungen.”),
("Selbstahnlichkeit sichtbar”, "Wiederholte Muster auf
verschiedenen\nSkalen. Fraktalitat ohne Chaos.”),
("Dynamisches Gleichgewicht”, "Kein Rauschen. Kein
Zufall.\nNur Determinismus.")
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phase_times = [0.1, 0.3, 0.5, 0.7, ©.85, 1.0]
phase_labels = [p[@] for p in phase_descriptions]
phase_texts = [p[l] for p in phase_descriptions]

# === FIGURE SETUP ===

fig = plt.figure(figsize=(18, 10), dpi=100,
constrained_layout=False) # Kein constrained_layout!

fig.patch.set_facecoloxr(’'white")

# Titel: Uber allen Plots, mit ausreichend Abstand
fig.suptitle(
'Tilting als diskretisierter harmonischer Oszillator\n’
‘'mit nichtlinearer Rickstellung und quantisierter
Anregung’,
fontsize=14, fontweight='bold’, y=0.98, ha='center’
)

# Subplots: 1 Zeile, 3 Spalten
gs = fig.add_gridspec(1l, 3, width_ratios=[1, 1, 1.2],
wspace=0.3)

axl = fig.add_subplot(gs[@]) # Zeitreihe
ax2 = fig.add_subplot(gs[1]) # Phasendiagramm
ax3 = fig.add_subplot(gs[2]) # Spektrum

# Formatierung

for ax in [ax1, ax2, ax3]:
ax.grid(True, alpha=0.3, linestyle='--")
ax.tick_params(labelsize=10)

s|# --- Plot 1: Zeitreihe ---

axl.set_xlabel('Zeitschritt’, fontsize=11)

axl.set_ylabel( Auslenkung x(t)’', fontsize=11)

axl.set_title('Zeitreihe: Tilting-Oszillator’, fontsize=12,
pad=10)

axl.set_x1lim(@, steps)

axl.set_ylim(-25, 25)

linel, = axl.plot([], [], 'o-', color="blue’, linewidth=1,
markersize=1.5, alpha=0.9)

# --- Plot 2: Phasendiagramm ---

ax2.set_xlabel(’'Position x(t)’', fontsize=11)
ax2.set_ylabel ('Geschwindigkeit dx/dt’, fontsize=11)
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ax2.set_title('Phasendiagramm: x vs dx/dt’, fontsize=12,
pad=10)

ax2.set_xlim(-40, 40)

ax2.set_ylim(-40, 40)

scatter2 = ax2.scatter([], [], c='red’, s=2, alpha=0.6)

# --- Plot 3: Spektrum ---

ax3.set_xlabel('Frequenz’, fontsize=11)

ax3.set_ylabel('|Amplitude| (log)’, fontsize=11)

ax3.set_title('Spektrum: Harmonische Modi’, fontsize=12,
pad=10)

ax3.set_x1im(@, 0.5)

ax3.set_yscale('log")

ax3.set_ylim(le-1, 1le4)

line3, = ax3.plot([], [], '-', color="green’, linewidth=1.2,
alpha=0.8)
# --- Dynamischer Text unten ---

# Platzieren in ax1l (links unten) — sicher, dass er sichtbar
bleibt
text_box = ax1l.text(0.02, 0.04, '’', transform=axl.transAxes,
fontsize=13, verticalalignment='bottom’,
bbox=dict(boxstyle='round,pad=0.3",
facecolor='1lightgray’, alpha=0.8),
family="monospace"’)

# --- Urheberschaft ---

# Unter dem Titel, zentriert

author_text = fig.text(@0.49, ©0.85, 'Visualisierung: Klaus H.
Dieckmann, 2025', ha='center’, fontsize=12,
style="italic’, color='black")

# --- Initialisierung ---

def init():
linel.set_data([], [])
scatter2.set_offsets(np.empty((0, 2)))
line3.set_data([]1, [1)
text_box.set_text('')
return linel, scatter2, line3, text_box

# --- Animation ---
def animate(frame):
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124 end_idx = frame * skip_frames + 2
125 if end_idx >= len(oxrbit):

126 end_idx = len(oxrbit)

127

128 t = np.arange(end_idx)

129 X = orbit[:end_idx]

130 v = dx[:end_idx]

131

132 # 1. Zeitreihe

133 linel.set_data(t, x)

134
135 # 2. Phasendiagramm

136 scatter2.set_offsets(np.column_stack([x, v]))
137

138 # 3. Spektrum (FFT)

139 if end_idx > 10:

140 fft_vals = np.fft.xfft(x - np.mean(x))

141 freqs = np.fft.rfftfreq(len(x), d=1.0)

142 line3.set_data(freqs[1l:], np.abs(fft_vals[1l:]))
143 else:

144 line3.set_data([1, [])
145
146 # Dynamischer Text

147 progress = frame / total_frames

148 phase_index = 0

149 for i, p in enumerate(phase_times):

150 if progress < p:

151 break

152 phase_index = i

153

154 label = phase_labels[phase_index] if phase_index <
len(phase_labels) else phase_labels[-1]

155 desc = phase_texts[phase_index] if phase_index <
len(phase_texts) else phase_texts[-1]

156 text_box.set_text(f”{label}\n{desc}")

157

158 return linel, scatter2, line3, text_box

159

60| # --- Animation erstellen ---

w1fanim = FuncAnimation(fig, animate, frames=total_frames,
init_func=init,
162 interval=80, blit=True, repeat=False)

164| print ("Generiere GIF... (dauert ca. -13 Minuten)”)
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anim.save('tilting_oscillator_animation.gif’,
writer='pillow’,
fps=10,
dpi=120,
savefig_kwargs={'facecolor’: 'white'})

plt.close()
print(”0 GIF erfolgreich gespeichert als
"tilting_oscillator_animation.gif’")

Listing A.16: Visualisierung Tilting als diskreter harmonischer
Oszillator (Animation)

A.17 Tilting Wellenfunktion (Bohm),
(Abschn. 21.1.3)

# tilting_wellenfunktion_bohm.py
import numpy as np

import cmath

import matplotlib.pyplot as plt

j|def tilting_wavefunction_bohm(psi®, epsilon, omega, steps,

dt=1e-10, quantum_factor=0.02):

Simuliert die Evolution mit Tilting und Bohmian Guiding,
inklusive leichtem Rauschen.
psi = psi®
result = [psi]
for t in np.arange(@, steps * dt, dt):

magnitude = cmath.sqrt(abs(psi)) if abs(psi) > le-10
else le-10

# Leichtes Rauschen fir fraktale Dynamik

noise = 0.01 * (np.random.random() - @.5) *
cmath.exp(1j * np.random.random())

guiding = quantum_factor * (1 - abs(psi)**2) * (psi
/ abs(psi)) * cmath.exp(1lj * omega * t) + noise

perturbation = epsilon * (cmath.cos(omega * t) + 1j
* cmath.sin(omega * t))

new_psi = magnitude * psi + guiding + perturbation

norm = abs(new_psi)

if norm > le-10:
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psi
else:
psi = new_psi / le-10
result.append(psi)
return result

new_psi / norm

# Parameter

initial _psi = 1.0 + 0.0j

epsilon = 1.0

omega = 2 * np.pi * 1.67e6 # 1.67 MHz
steps = 10000 # Feinere Aufldsung

dt = le-10 # 0.1 ns Zeitschritt

# Simulation

sinp.random.seed(42) # Fiur reproduzierbares Rauschen
jjoscillations = tilting_wavefunction_bohm(initial_psi,

epsilon, omega, steps, dt)

# Zeitpunkte
times = np.linspace(@, steps * dt * 1e9, len(oscillations))
# in ns

# Re und Im Teile
re_parts = np.array([psi.real for psi in oscillations])
im_parts = np.array([psi.imag for psi in oscillations])

# Analytische Rabi-Losung fir Vergleich

;| rabi_freq = epsilon * omega # Rabi-Frequenz

p_excited = np.sin(rabi_freq * times * 1le-9 / 2)**2 #
P_excited = sin?Q(t/2)

# Plot 1: Zeitliche Evolution mit Vergleich

plt.figure(figsize=(12, 6))

plt.subplot(2, 1, 1)

plt.plot(times, re_parts, label="Rel() Tilting’,
color="blue’, alpha=0.7)

plt.plot(times, im_parts, label="Im{() Tilting’,
color="red’', alpha=0.7)

plt.plot(times, p_excited, '--', label="P_excited (Rabi)’,
color="green’)

plt.xlabel('Time (ns)")

plt.ylabel(’'Value")

plt.title('Tilting Wavefunction vs. Rabi Model (Period ~600
ns)")
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ss|plt.legend ()
so|plt.grid(True)
eo|plt.ylim(-1.1, 1.1)
61
e2|# Plot 2: Bloch-Kugel-Trajektorie

63| plt.subplot(2, 1, 2)

61| plt.plot(re_parts, im_parts, 'g-’, label='Tilting
Trajectory’, alpha=0.5)

es|plt.plot(1, @, 'ro’, label='Start )(|0)')

66| plt.plot(@, @, 'ko') # Ursprung
e7|plt.xlabel('Red()")

es|plt.ylabel (" Im()")

eo| plt.title('Bloch Sphere Trajectory with Noise’)

70| plt.axis("equal’)

7| plt.legend()

72|plt.grid(True)

73
74| plt.tight_layout()

75| plt.savefig('tilting_wellenfunktion_enhanced.png’, dpi=300)
76| plt. show()

77| print (' Enhanced plot saved as
tilting_wellenfunktion_enhanced.png’)

Listing A.17: Visualisierung Tilting Wellenfunktion (Bohm)
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Kapitel B

Mathematische Beweise

B.1 Heuristischer Beweisansatz fiir die Existenz
und Stabilitat modulo-perfektoider Zustande

Dieser Anhang bietet einen intuitiven, auf numerischen Beobachtungen basie-
renden Beweisansatz fiir die Sitze 15.2 und 15.2 aus Kapitel 15. Er ist nicht als
formaler mathematischer Beweis gedacht, sondern als Leitfaden fir Mathema-
tiker, die die hier entdeckte Dynamik formalisieren mdchten. Die zugrundelie-
gende Intuition stammt aus den Simulationen in Kapitel 14 bis 16 und wird
durch die implementierten Python-Funktionen in Anhang A.15 bis A.11 repro-
duzierbar gemacht.

Satz B.1.0: Existenz des invarianten Endzustands

Sei T'(x) = g(x) + € - hgisc(x;n, k) mit g(z) = v/z + a, a > 0, und

z mod n n
hdisc(x,nak) = \‘kJ - LﬂJ
ein diskreter, periodischer Kern mit endlicher Wertemenge V =
{v1,...,vm} CZ.

* Numerische Beobachtung:
Fur hinreichend grofle ¢ (z.B. ¢ > 1.5) konvergiert jede iterierte Folge
zn4+1 = T(x,) innerhalb weniger Schritte zu einem endlichen, diskreten
ZyKlus.

¢ Intuition:
Der Term ¢ - hgjsc dominiert die Dynamik. Da hgjs nur diskrete Werte an-
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nimmt, wird T'(z) effektiv auf die Menge g(R) + ¢ - V projiziert, eine end-
liche Vereinigung von verschobenen, glatten Kurven.
* Kontraktionseffekt:
Die Funktion g(z) = /= + aist strikt konkav und hat eine Ableitung |¢'(x)| =
5 \/iﬂ < 1fiirz > —a+ 1. Der diskrete Kern hg;s ist stiickweise konstant,
also n);.. = 0 fast iiberall. Damit ist 7'(z) ~ ¢'(z) und |7"(z)| < 1 in der
Néhe der stabilen Werte.

disc

Satz B.1.1: Existenz modulo-perfektoider Zustinde

Sei g(z) = vz +amita > 0, und hgisc(z;n, k) wie in Definition 13.2. Dann
existiert ein * > 0, sodass fir alle e > ¢* und fast alle z) € X = [a, M] (mit
M > a) die Bahn O(zo) = {T"(x0) }nen unter dem Operator

T(x) = g(x) + € - hgisc(z;n, k)

in einen invarianten Endzustand konvergiert — d.h., X ist modulo-
perfektoid bezuglich (g,n, k,&*).

Heuristischer Beweis. Die Abbildung T: X — R ist stetig, da g stetig und hgjsc
stiickweise konstant ist. Fir ¢ hinreichend grof8 dominiert ¢ - hgjsc den Beitrag
von g, sodass 7T'(z) nur noch Werte in einer endlichen Menge VV C Z anneh-
men kann. Die Iteration z,,,, = T(x,) fiihrt somit zu einer Abbildung auf einer
endlichen Menge:

T: {.’L’(),.’L‘h...} — V.

Jede Abbildung von einer endlichen Menge in sich selbst ist periodisch oder
konstant nach endlich vielen Schritten. Daher existiert ein N € N, sodass
TN*P(z) = TN (z0) fir ein p € N, d.h,, die Bahn erreicht einen periodischen
Orbit.

Weiterhin zeigt die numerische Analyse A.10, dass dieser Ubergang robust ein-
tritt und unabhéngig vom Startwert z, erfolgt. Die Kontraktivitit von g (d.h.
l¢'(x)| < 1) sorgt daflir, dass lokale Schwankungen abgebaut werden, wahrend
haisc die Losung auf diskrete Werte ,,zwingt“. Dies impliziert, dass die Trajekto-
rie in einer Umgebung des Attraktors kontrahiert, eine notwendige Bedingung
fiir die Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes auf geeignete Teilrdume.

Somit existiert mindestens ein stabiler, endlicher, periodischer Endzustand, der
die Eigenschaften der Modulo-Perfektoiditat erfiillt. O
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B.2 Struktur des invarianten Endzustands

Satz B.2.0: Struktur des invarianten Endzustands

Unter den Voraussetzungen von Satz B.1 hat der invariante Endzustand
folgende Eigenschaften:

1. Die Periode des Endzustands ist ein Teiler von n (oft n selbst).
2. Der Endzustand nimmt Werte aus der Menge

v={vez|-[g] <v<[2]-1- 2]}

3. Die Anzahl der besuchten Zustdnde ist héchstens | % |.

Heuristischer Beweis. Gemafs Definition 13.2 ist hgjsc(z; n, k) eine stiickweise kon-
stante Funktion mit genau | % | Intervallen der Lange k auf [0, n). Nach Zentrie-
rung um 0 nimmt hgisc daher hochstens |7 | verschiedene ganzzahlige Werte
an. Diese bilden die Menge V.

Fire > 1ist T(z) =~ ¢ - hgisc(7;n, k), da g(z) sublinear wichst. Somit wird die
Iteration praktisch durch hgisc gesteuert: Jeder Wert z,, wird auf den ndchsten
diskreten Zustand v; € V abgebildet, der durch Ay bestimmt ist. Die gesamte
Dynamik reduziert sich auf eine Abbildung f: V — V, definiert durch

f(v;) = derjenige Wert v; € V, der T'(v;) am néchsten liegt.

Da V endlichist, ist f eine Permutation einer endlichen Menge (oder eine Abbil-
dung mit Fixpunkten/Perioden). Jede solche Abbildung hat einen periodischen
Orbit. Die Periode teilt die Ordnung der Gruppe der Permutationen auf V, und
da hgjsc periodisch mit Periode n ist, ist auch die resultierende Periode ein Teiler
von n.

Daher ist der Endzustand ein periodischer Orbit in V mit maximal |V| < [ %]
verschiedenen Zustdnden. O
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B.3 Stabilitat gegeniiber Initialisierung und Para-
meterstorungen

Bemerkung B.3.0:

Ein dynamischer Endzustand ist stabil, wenn kleine Anderungen im Start-
wert zo oder im Parameter € zu Bahnen fiithren, die denselben invarianten
Endzustand erreichen.

* Robustheit gegeniiber Startwert:
Die Simulationen A.12 zeigen, dass fir beliebige z, € [0.1,100] dieselben
1-2 diskreten Endzusténde erreicht werden. Dies impliziert, dass das At-
traktionsbecken von z* global ist — nicht nur lokal.

+ Stabilitat gegeniiber c:
Bei ¢ knapp unter ¢* oszilliert die Bahn chaotisch; bei ¢ > ¢* springt sie
sofort in einen stabilen Zyklus A.9. Dies ist ein klassisches Verhalten ei-
nes Saddle-Node-Bifurkationspunktes — ein typisches Merkmal stabiler,
emergenter Ordnung.

* Diskrete Invarianz als Stabilitat:
Der Endzustand ist nicht nur ein Fixpunkt, sondern ein periodischer Or-
bit auf einer endlichen Menge. Auf endlichen Mengen ist jede Permutation
periodisch. Die Stabilitét ergibt sich daher nicht aus Kontinuitéat, sondern
aus Diskretion: Kleine Anderungen in z,, fiithren nicht zu kleinen Ande-
rungen in 7'(z,), sondern zu dasselbe diskrete Ausgangswert, solange z,,
in derselben Intervallregion bleibt, was durch die Stufenfunktion garan-
tiert wird.

Satz B.3.0: Stabilitit modulo-perfektoider Zustinde

Der invariante Endzustand ist stabil gegeniber kleinen Storungen des
Startwerts z, und des Parameters ¢.

Heuristischer Beweis. Seien x, und z(, = xo+ ¢ zwei nahe beieinander liegende
Startwerte mit |§| < 1. Sei O(zo) und O(z() deren Bahnen unter 7.

Da T fir ¢ > ¢* eine starke Diskretisierung induziert, liegt T'(z¢) und 7'(z()
beide in derselben diskreten Region v; € V, solange z, und z{, in demselben In-
tervall [k, (j+1)k) mod n liegen. Da hg;sc sSprunghatft ist, aber g kontinuierlich
und kontrahierend, wird jede kleine Differenz zwischen z, und =z}, innerhalb
weniger Iterationen abgebaut.

Formal: Es gibt ein §, > 0, sodass fiir alle |§] < &g gilt: hgisc(zo; 1, k) = haisc(xh; 7y k).
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Damit ist
T (20) — T(x0)| = |g(z0) — g(20)| < suplg’(x)] -] < c|d]

mit ¢ < 1, da |¢/(z)| < 1 fiir z > —a + ;. Die Kontraktivitit von g sorgt dafiir,
dass die Differenz exponentiell abnimmt, wahrend Ay, die Losung auf densel-
ben diskreten Pfad zwingt. Somit konvergieren beide Bahnen gegen denselben
Endzustand.

Gleiches gilt fiir kleine Variationen von «: Solange ¢ weiterhin oberhalb des kri-
tischen Schwellenwerts ¢* bleibt, dominiert hg;sc Weiterhin die Dynamik, und
der Endzustand bleibt unverdndert. Nur wenn ¢ unter ¢* fallt, tritt eine quali-
tative Anderung (Bifurkation) ein.

Daher ist der Endzustand robust gegeniiber perturbativen Anderungen in z
und &, solange diese klein bleiben. O

B.4 Schlussfolgerung und Einladung

Die hier vorgestellte Modulo-Perfektoiditit ist keine mathematische Konstruk-
tion, sondern eine empirisch entdeckte Eigenschaft deterministischer Systeme.
Thr Beweis liegt nicht in abstrakten Axiomen, sondern in der Wiederholbarkeit
numerischer Experimente, wie sie in den Python-Codes A.15 bis A.11 dokumen-
tiert sind.

Dieser Ansatz muss noch formalisiert werden:

» Zeigen, dass 7" Lipschitz-stetig ist und || 7”|| < 1 im relevanten Bereich gilt.

* Eine Lyapunov-Funktion L(z) konstruieren, die entlang der Trajektorie
streng abnimmt.

* Beweisen, dass die Menge der stabilen Endzustinde eine topologische
Invariante darstellt.
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